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Disclaimer

Dies ist eine Zusammenfassung der Quantenchemie Vorlesung [4], welche von Prof. Rei-
her wahrend des Frithjahrssemester 2016 an der ETH Ziirich gelesen wurde. Die Zusam-
menfassung wurde von mir als Vorbereitung auf die miindliche Priifung erstellt. Alle
Gleichungen, welche in dieser Zusammenfassung vorzufinden sind wurden wahrend der
Vorlesung prasentiert. Gleichungen, welche aus anderen Quellen stammen sind im Text
mit den dazugehorigen Referenzen gekennzeichnet.

1 Grundiagen

1.1 Basis der Quantenchemie

e Teilchen konnen {iber die Wellenfunktion W, die alle physikalicshen Informationen
iiber das System aus Teilchen enthadlt, beschrieben werden

e Die Energie F ist die zentrale Grosse der Quantenchemie und kann aus der Wellen-
funktion tiber die Schrodingergleichung berechnet werden

HU = BV @)

e Mit Hilfe der Energie lassen sich alle relevanten Gréssen ableiten, die fiir Vorher-
sagen oder das Verstindnis von chemischen Prozessen bendtigt werden
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1.2 Konstruktionsprinzip des Hamilton-Operators

e Hamilton-Operator:
— Summiere alle Operatoren fiir die kinetische Energie
— Summiere alle Paarwechselwirkungsoperatoren
e Operator fiir die kinetische Energie:
)
7= p; h?

7 le 2ml 3] p7, lﬁvl ( )

e Operator fiir Paarwechselwirkung (Coulomb-Wechselwirkung):

oL d4ig
K 47T€0 ‘I‘z‘ — I’j|

(3)

1.3 Hamilton-Operator fiir ein molekulares System

e Hamilton-Operator fiir ein Molekiil mit N Elektronen und M Atomkernen in atom-
aren Einheiten:

H:T+V:TQ+TK+%e+‘7eK+VKK ) 4)

1 2
1
<—2[> ; (6)

with

. 1
‘/ee - Z 5 (7)
=1 j>i [ri — 4]
eK . |I'z' _ R[| Y
i=1 I=1
M M
A YA
Vg = —_ ©)
e ;J>I IR7 — Ry

2 Born-Oppenheimer-Ndaherung

2.1 Separation der Kernbewegung

e Die elektronische Schrodingergleichung ist definiert als

Hy=H —Tx = To + Vee + Vex + Vi (10)
Haw !5 ({ri}) = B0 iE (n)) a1
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— Elektronische Schrodingergleichung wird jeweils fiir einen festen Satz Kernko-
ordinaten {R;} gelost, um die Anzahl der dynamischen Koordinaten zu ver-
ringern

e Bra-ket Notation:
(Wetn] O Tepm) = / / / Ve OV, d3rid3ry ... dPry (12)

- Elektronische Wellenfunktion ist fiir feste Struktur (Geometrie) {R;} bes-
timmt, deshalb muss nur iiber die elektronischen Koordinaten integriert wer-
den

e Born-Oppenheimer-Niherung: In dieser Ndherung wird die Gesamtwellenfunk-
tion als Produkt einer Kern- und einer elektronischen Wellenfunktion angesetzt

Wi({rih, (R} = xen({(Re}) - O ({r}) (13)

2.2 Analytische Potentialfldchen
e Lennard-Jones-Potential:
o(r) = 4e [(re/r)'2 = (re/r)%) (14)

— ¢: Tiefe des Potentialtopfs
- 7. x Gleichgewichtsabstand (= v/2r.)

— Wird benutzt um van-der-Waals Wechselwirkungen zu modellieren

e Morse-Potential:

2
v(r) = D, [1 — exp {— 2% (r — re)}] (15)

D.: Tiefe des Potentialtopfs

k.: Kraftkonstante

re x Gleichgewichtsabstand

Wird benutzt um chemische Bindungen zu modellieren

2.3 Zustandssumme

e Temperatur wurde bisher nicht berticksichtigt; alle Grossen bei 7' = 0K berechnet

e Kanonisches (/V, V,T)-Ensemble: N, V,T werden konstant gehalten
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e Die Zustandssumme () ist eine Summe {iber alle méglichen Energiezustinde E,,
des Ensembles,

N

Zexp{ kT} ‘]JV‘ (16)

- Der Faktor 1/N! muss eingefiihrt, weil die NV Molekiile des Systems ununter-
scheidbar sind

— ¢ ist die molekulare Zustandssumme ist eine Summem iiber alle moglichen
Energiezustinde ¢; eines einzelnen Molekiils aus dem System,

o .
q—;eXp{—kT} (17)

e Energie jedes Zustands des Systems kann in eine Summe {iber Energien der N
Molekiile zerlegt werden,

N
5=y as

k=1

3 Elektronische Schrodingergleichung

3.1 Lésung der elektronischen Schrédingergleichung

e Elektronische Schrodingergliechung:

Ha0 S ({r}) = EaW T ({r:) (19)

— Kann nicht durch einen Produktansatz 16sen, da der Hamilton-Operator Kop-
plungsterme ﬁ enthalt, welche alle elektronischen Koordinaten paar-
i Ty

weise koppelt

e Da wir jedoch das Modell unabhéngiger Teilchen verwenden, konnen wir den
Hartree-Produktansatz verwenden:

N
Uy~ x =[] dilra), (20)

wobei y das Hartree-Produkt ist und ¢; eine Einteilchenfunktion (Orbital)
— Problem: Hartree-Produkt erfiillt Pauli-Prinzip nicht

— Pauli-Prinzip: Wellenfunktion ist beziiglich Paarvertauschungen zweier iden-
tischer Teilchen antisymmetrisch fiir fermionische (und symmetrisch fiir bosonis-
che) Systeme, d.h. Wellenfunktion sollte Vorzeichen wechseln bei der Ver-
tauschung zwei beliebiger Elektronenkoordinaten
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3.2 Slater-Determinante

e Slater-Determinante definiert einen Ansatz, der das Pauli-Prinzip explizit bertick-
sichtigt beim Tausch von Elektronenkoordinaten, d.h. Wellenfunktion kann als
Determinante geschrieben werden und ist eine Naherung

e Allgemeiner Ansatz fiir eine normierte Wellenfunktion fiir N Elektronen ist

1 ¢1(I‘1) (bN(rl)

¢el(r17r2)° . 'arN) = 7' . (21)
vV o1(rn) ... on(rN)

e Bestimme optimale Orbitale {¢;} durch Minimierung des Energie-Erwartungswertes:

EHNF = (®,| Hy |®e)) > Fo  (Variationsprinzip) (22)

3.3 Antisymmetrisierungsoperator

e Slater-Determinante lasst sich als antisymmetrisierte Hartree-Produkte schreiben:
® = Ax = Alg1(r1)d2(r2) -+ on(ry)] (23)

wobei A definiert ist als

A 1 o
A= m;(—n P, (24)

- P,: Vertauschung von v Koordinaten

* sz entspricht Paarvertauschungen und Pijk entspricht Vertauschungen
von 3 Koordinaten, usw.

— Anzahl der Paarvertauschungen bestimmt Vorzeichen

e Mit Hilfe der Eigenschaften des Antisymmetrisierers wird der Erwartungswert iber
Slater-Determinanten heruntergebrochen auf Erwartungswerte iiber permutierte
Hartree-Produkte:

EHY = (Dq| Ho |®a) = (Ax| Ha |Ax) = (x| ATHa A |x)

S x| AHqAx) £ (x| HaAA |x) Z VNI (x| Had |y) (25)
N!

= > (=1)" (x| Ha |P.x) (26)
v=1

wobei

1. A kommutiert mit Hy:

(A, H,) = AHy — HyA=0 (27)
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2. Aist idempotent (bis auf einen Faktor v N!):

A% =V/NIA (28)

3. A ist hermitesch (d.h. alle Erwartungswerte sind reell):

Al =4 (29)
3.4 Slater-Condon-Regeln
e Aus einem Satz von orthonormierten Orbitalen 1,9, ... lassen sich durch die
Auswahl von N Orbitalen verschiedene Slater-Determinanten ®; = ||v;,, iy, - - -, iy ||

konstruieren

e Mit Hilfe der Slater-Condon-Regeln werden die Matrixelemente (®| , O |®) ; beste-
hend aus Hartree-Produkte umgeschrieben als Summe drei- und sechs-dimensionaler
Integrale iiber Orbitale

— Uberlapp-Matrixelemente ("0-Elektronen-Operator”)

— Einelektronen-Operator:

N
O1=>_o(i) (30)
— Zweielektronen-Operator:
A TR
0o = 2226(@3‘) (31)
i J>i

4 Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen

4.1 Spinorbitale

e Elektronische Wellenfunktion muss Spininformation tragen, d.h. die Spininfor-
mation muss diese auch in der Slater-Determinante und damit in den Orbitalen
enthalten sein.

e Orbitale (Einelektronenwellenfunktionen) hangen nun auch vom Spin s ab, d.h.
wir haben x = (r, s)
— ¢(r) ist ein Raumorbital (hdngt nur von Ortskoordinate ab)

- (x) = 9(r, s) ist ein Spinorbital (hdngt von Ortskoordinate und Spin ab)
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e Spin-Operatoren fiir ein einzelnes Elektron:

()

>

v = ( i?2 _6/2 >

. (12 0 o (3/4 0
s= (0 ) #=(%" ) ©2)
- Erfordert zweikomponentige Einelektronenfunktionen:
(1)
¥; (r)
Yi(r) = | (33)
v (r)

e Mogliche Spineigenfunktionen:

SORS

- Die Spineigenfunktionen sind othonormal:
(ala) = (B]8) =1 (a B) = (Bla) =0 (35)
e Verwende also zweikomponentige Spinorbitale zur Konstruktion der Slater-Determinante:

Gia(r) = @‘,a(r)a ) (36)

Pilr) = < 01.5(x) = ua(r)3

-

4.2 Closed-shell-Systeme
e Raumorbitale sind doppelt besetzbar
e Closed-shell-Systeme: dusserstes Oribtal ist doppelt besetzt

e Restricted Hartree-Fock (RHF):

Bial(r) = dip(r) = $i(r) (37)
(1 ;,a(r) = (%i,a(r)a
dile) — ( &5 5(r) = dip(r)p ) (38)

- RHEF-Spinorbitale ¢; , und ¢ ; missen nicht getrennt berechnet werden

e Slater-Determinante ist Eigenfunktion von $2 und S.:

(ORHF| 52 |pRHFY — (5 1 1) (39)
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4.3 Open-shell-Systeme

e Systeme mit ungerader Elektronenzahl, d.h. mindestens ein Raumorbital ist nur
einfach besetzt
e Zwei Moglichkeiten fiir die Optimierung der Orbitale:

1. Unrestricted Hartree-Fock (UHF): Spinorbitale ¢; , und ¢} ; werden separat
berechnet, was zur Folge hat, dass die Slater-Determinante keine Eigenfunk-
tion von S? ist,

(@] 52 | o) # S(S +1) (40)
wohl aber des S, Operators:
(@] 5. |@d™) = 1/2(N - N7) (41)

— Problem bei UHF: Unterschiedliche Behandlung der verschiedenen Spinor-
bitale fiihrt zu der sogenannten Spinkontamination, d.h. kiinstliche, un-
kontrollierte Erniedrigung der elektronischen Energie entsteht, da durch
Superpositionen von reinen Spinzustinden eine grossere variationelle
Freiheit moglich ist

2. Restricted Open-Shell Hartree-Fock (ROHF): Spinorbitale ¢; , und ¢; ; wer-
den nicht separat berechnet. Man verwendet Paarungsprinzip des RHF fiir
alle nicht-magnetischen Orbitale. Magnetische Orbitale sind so zu koppeln,
dass die resultierende Gesamtwellenfunktion Spineigenfunktion ist

— ROHF-Wellenfunktion ist dadurch eine Eigenfunktion von 52

4.4 Hartree-Fock Energie fir RHF und UHF

e Fiir closed-shell-Systeme vereinfacht sich EJ":

EYHF Zh+ Z > (42)

i j=1,j7#i
N/2 N/2 N/2
RHF_th’+ZZ 2J]; — Kj}] (43)

(44)

- Kjj;: Austauschintegral

x Austauschintegral ist der mathematische Ausdruck fiir die aus dem An-
tisymmetriegesetz folgende Abstossungskraft zwischen den Elektronen
gleichen Spins (Antisymmetrie-Forderung fiir die Wellenfunktion durch
Pauli-Prinzip)
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x Zwei Elektronen mit gleichem Spin diirfen nicht identische Quanten-
zustande einnehmen, d.h. bei gleicher Spinquantenzahl miissen sie sich
in ihrer raumlichen Ausdehnung unterscheiden und diirfen sich also nicht
in demselben Orbital befinden. Das Resultat ist eine Abstossung der Elek-
tronen, auch genannt die Austauschwechselwirkung

* Austauschenergie fiir Teilchen mit unterschiedlichem Spin ist 0, da die
Spinorbitale orthogonal zueinander sind und solch eine Konstellation
begiinstigt wird (Pauli-Prinzip wird nicht verletzt)

- J;j: Coulomb-Integral

- Summe iiber N Spinorbitale bei ERHF kann durch zwei Summen tiber je N/2
Raumorbitale fiir 0(s) = « und o(s) = (3 ersetzt werden

«x Formuliere Hartree-Fock-Energie {iber Raum- statt Spinorbitale, da in
closed-shell-Systemen jedes Raumorbital doppelt besetzt ist

« Spinorbital kann als Produkt aus einem Raumorbital und einer Spinfunk-
tion geschrieben werden:

P(r,s) = ¢(r) - o(s) (45)
- hi, Jij, und K;; sind Integrale {iber Spinorbitale {¢'(r, s)}, die anderen sind
Integrale iber Raumorbitale
4.5 Bestimmung der Orbitale
e Idee: Gesucht wird der Satz Raumorbitale {¢;(r)} (RHF) fiir den EH"

— Variationsprinzip
SERY =0 Vog(r) (46)

wiire eine Moglichkeit, jedoch darf EXY nicht frei variiert werden, da anson-
sten die Orthonormierung der Orbitale verloren gehen kann

— Verwende stattdessen Lagrange-Multiplikator-Methode:
N
LM = EIT = " cii((6i(0)] ¢5(x)) — 555) (47)
ij

« Orthonormierung der Orbitale wird als Randbedingung in der Lagrange-
Funktion gefordert
4.6 Hartree-Fock Gleichungen

e Die Hartree-Fock-Gleichungen sind Bestimmungsgleichungen fiir die Orbitale, da
Orbitale die diese Gleichungen erfiillen, die Hartree-Fock Energie minimieren:

- 1 al ,
hei+ ) <<¢j 7“12’ ¢z‘> ¢j> — ) eijg; =0 (48)
j 2 j

1

. ¢j>2¢i — <¢j
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Coulomb-Operator:

N 1
Jjoi = <¢j — <Z5j> b (49)
12 2
N
J= ij (50)
J
Austausch-Operator:
~ 1
kjpi = <¢j — ¢i> b (5D
12 2
N ~
K=>k (52)
J
Kompakte schreibweise der Hartree-Fock-Gleichungen:
A N
[h +J - K} bi=> i (53)
D J
=f

— f ist der Fock-Operator

4.7 Das SCF-Verfahren

4.7.1

Der Fock-Operator hingt von allen Orbitalen ab, d.h. um ein Orbital ¢; als Losung
der i-ten Gleichung berechnen zu kénnen braucht man bereits den vollstdndigen
Satz aller Orbitale

Verwende iterativen Ansatz um Hartree-Fock-Gleichungen zu l6sen, indem man
von einer Ndherung der Orbitale ausgeht und bis zur Selbstkonsisten verfeinert
(SCEF: self-consisten field)

Algorithmus

. Rate Orbitale {¢§0>} (z.B. Hiuckel / extended Hiickel)

. Berechne Fock-Operator aus den Orbitalen:

f) = F ey (54)

. Lose Hartree-Fock-Gleichungen:

N
F it = ngjn - 1)¢§"+1) — neuer Satz Orbitale {¢"™"}  (55)
J
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4. Wenn die neuen Orbitale {¢En+1)} und die alten {cbg")} gleich sind (Selbstkonsis-
tenz), dann stoppe Algorithmus, ansonsten wiederhole Schritt 2 mit den neuen
Orbitalen

4.8 Konvergenzbeschleunigung
4.8.1 Dédmpfung
e Mische neues Orbital gbg”) mit dem Orbital gi)g”*l) der vorhergehenden Iteration.
a7 =" M0 - oY) (56)
- X € (0,1): Dampfungsparameter

— Gleicher Ansatz kann fiir Fock-Operator f verwendet werden
e Durch die Ddmpfung ist die Anderung des Fock-Operators zwischen zwei Itera-
tionen nicht so gross, d.h. Oszillationen werden verhindert, die die Konvergenz
verlangsamen
4.8.2 Direct Inversion of the Iterative Subspace (DIIS)
e DIIS-Verfahren verwendet Orbitale der letzten 5 — 10 und der aktuellen Iteration,
um aus ihnen durch Superposition einen optimalen Satz neuer Orbitale zu erhalten
4.9 Bedeutung der Lagrange-Multiplikatoren

e Hartree-Fock-Gleichungen fiir ein Orbital ¢; weist Inhomogenitat auf:
) N
foi=> eijo; (57)
J

e Ziel: kanonische Hartree-Fock-Gleichung,
foi = Sy (58)
- Die Lagrange-Multiplikatoren ¢;; werden Orbitalenergien genannt

- Verwende neuen Satz Orbitale,
. N
¢ =Y _ Uijo; (59)
J

der die Matrix der Lagrange-Multiplikatoren diagonalisiert

x U ist eine unitdre Matrix, die die elektronische Energie bei Transforma-
tion der Orbitale nicht dndert:

U'u=1 = El"{e}] = Eif (o] (60)

« Fock-Operator bleibt invariant unter einer unitdren Transformation
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4.10 Koopmans’ Theorem

e Koopmans’ Theorem besagt, dass die Energie des hochsten besetzten Orbitals (HOMO:
highest occupied molecular orbital) ungefahr der erseten Ionisierungsenergie (IE)
des Systems entspricht:

IE ~ EgF (Kation) — E&F(Neutralsystem) = —EHOMO (61)

5 Basissatzentwicklung / Roothaan-Hall-Gleichung

5.1 Roothaan-Hall-Gleichung

e Entwicklung der Orbitale in einen Satz von Basisfunktionen:

Z cff Xu(r Z c/(f)xu(r) (62)
1 p

— Losung der Hartree-Fock-Gleichungen reduziert sich auf Bestimmung der Ko-

effizienten cg), welche bekannt sind als MO-Koeffizienten

¢ Roothaan-Hall-Gleichung (Verallgemeinertes Eigenwertproblem):

f-c=8S-c-

(63)

o)

— Setzt man die Entwicklung aus Eq. (62) in die kanonische Hartree-Fock-
Gleichung (Eq. (58)), so erhilt man die Roothaan-Hall-Gleichung aus Eq.

(63):
m ) m ) (Z) 64
Eﬂ ool £ 1) Eﬂ vl xu) o (64)

Fockmatrlx fou Uberlappmatrix Sy,

- g: Diagonalmatrix mit den Energieeigenwerten ¢; in der Diagonale

— Man erhélt m Orbitale von denen jedoch nur N fiir die Slater-Determinante
benoétigt werden; die (m — N) unbesetzten Orbitale heissen virtuelle Orbitale

5.2 Léwdins symmetrische Orthogonalisierung

e Orthogonalisierung der Basis fiihrt dazu, dass die Uberlappmatrix zur Einheitsma-
trix wird, d.h. folgende Transformation X wird gesucht:

XisX =1 (65)

- X = S~ /% erfiillt Eq. (65)
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e Statt mit einem verallgemeinerten Eigenwertproblem hat man es nun mit einem
gewohnlichen Eigenwertproblem zu tun:

f-c=c-e (66)

- Man erhilt Eq. (63) indem man in Eq. (63) S™'/2S'/? auf beiden Seiten
einschiebt und dann mit S~'/? multipliziert
- Eq. (66) ist mit Standardmethoden 16sbar (Komplexitit: O(m?))

5.3 Ableitung der Hartree-Fock Gleichungen

m

e )
LHF[{q)i}] 0; Jz:;]cu Xu > HF {C(l)

oL

!
1
8c“

Y d; = glcﬂ)xu Y
f(I)i — Sii(bi . » [0 = Sce

Figure 1: Spielt keine Rolle, ob man zuerst eine Basis einfiihrt und dann das Variation-
sprinzip anwendet oder umgekehrt um die Roothaan-Hall-Gleichung zu erhal-

ten.

5.4 Typen von Orbitalen

e Idee: Molekiile bestehen aus Atomen (qualitatives Bild)

e Linear combination of atomic orbitals (LCAO):

¢MO Z C(Z ¢(AO (67)

pn=1
- Die Koeffizienten c,(f) werden mittels der Hartree-Fock-Methode berechnet

5.4.1 Slater-type Orbitale

Xu(Ta) = Xu(ra, 94, 04) = NuYi,m, (04, 0a)ry " e (68)
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R4 =r — R4: Position bezogen auf den Atomkern R 4

r4: Abstand vom Atomkern A

¥4, ¢4: Winkel bezogen auf den Atomkern R 4 (Polarkoordinaten)

e N,: Normierungsfaktor

Y1, ,m,: Kugelflichenfunktion

— [: Nebenquantenzahl, kennzeichnet die Form des Atomorbitals ein einem
Atom

- m: Magnetquantenzahl, bezeichnet die raumliche Orientierung des Elektronen-
Bahndrehimpulses

— Kugelflachenfunktionen sind ein vollstindiger und orthonormaler Satz von
Eigenfunktionen des Winkelanteils des Laplace-Operators

e (, : effektive Kernladung (ZETA Fitparameter)
5.4.2 Gauss-type Orbitale

Xu(4) = Xu(ra, 04, 04) = NuYi, o, (94, pa)r' s e5"h (69)

e Vorteil:
1. Alle Integrale sind analytisch 16sbar

- Eswird verlangt, dass Integrale iiber die Basisfunktion 16sbar sein miissen:

1
J¢j5<¢i<¢j \¢></>> 2 gl )<X“<X” "”>2’“>1

uvyo
nicht einfach berechenbar fiir STOs
(70)

e Nachteile:

1. Radiale Abstand » kommt in der zweiten Potenz vor: kurz- und langreich-
weitig falsches Verhalten

2. GTO hat am Ort des Kerns eine verschwindende Steigung; im Falle eines
Punktkerns ist dies nicht richtig

3. Bei grossen Abstdnden vom Kern hat GTO das falsche asymptotische Verhal-
ten

4. Bei dhnlicher Genauigkeit wird eine grossere Anzahl Basisfunktionen benotigt
als bei STOs
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5.5 Kato’s Theorem

e Das genaue Verhalten der Wellenfunktion am Kernort wird durch Katos Theorem
beschrieben:

U (1
[M} = —Z[¥(r1,r2, ..., rN)]r =0 71)
ria |r.,—o

— 1;4: Abstand des Elektrons 7 zum Atomkern A

- U: sphérisch gemittelte Wellenfunktion bei fixen Werten der Ortskoordinaten
ro,...,ry und der iibrigen N — 1 Elektronen

— Der non-relativistische Hamiltonian hat Singularitdten bei Termen der Form
1/r;a fir r;4 = 0, d.h. diese Terme sollten wenn méglichst verschwinden.
Das Resultat von Katos Theorem bewirkt dies und fithrt zu Wellenfunktionen
die stetig, jedoch nicht stetig-differenzierbar sind (erste Ableitung ist nicht
mehr stetig) beir;4 =0
5.6 Nomenkliatur
5.6.1 Minimale Basis
e Single-Zeta-Basis (SZ): 1 Basisfunktion pro Atomorbital
e Double-Zeta-Basis (DZ): 2 Basisfunktionen pro Atomorbital
e Triple-Zeta-Basis (TZ): 3 Basisfunktionen pro Atomorbital

e Quadrupel-Zeta-Basis (QZ): 4 Basisfunktionen pro Atomorbital

5.6.2 Pople’s Nomenklatur
e Verwende Linearkombination von mehreren GTOs um ein STO zu beschreiben

e STO — nG: verwende n GTOs um ein STO anzunihern,

X}SLTOfnG — Z Cy(/u)Xz(/GTO) (72)
v=1

- Kontraktion: Die {c&“ )} werden festegehalten (nach Losung der Roothaan-
Hall-Gleichunge fiir das jeweilige Atom oder durch Anpassung an numerische
Orbitale), d.h. beim Losen der Roothaan-Hall-Gleichung nicht erneut berech-
net

e Split-Valence Double-Zeta:

X-YZg, zB.3-21G (73)
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— X: Kernnahe Atomorbitale werden durch eine kontrahierte GTOs (CGTOs,
wobei C fiir contracted) steht) reprasentiert. X steht fiir die Anzahl der prim-
itiven GTOs, welche fiir den CGTO kontrahiert werden

— Y Z: Deutet an, dass die Valenzorbitale durch zwei CGTOs beschrieben wer-
den. Y gibt dabei die Anzahl CGTOs fiir das erste und Z gibt die Anzahl
CGTOs fiir das zweite Valenzorbital an.

— Beispiel 3 — 21G: Kontrahiere 3 primitive GTOs um kernnahe Atomorbitale
zu beschreiben. Das erste Valenzorbital wird durch ein CGTO bestehend
aus 2 primitiven GTOs beschrieben, das zweite Valenzorbital wird durch ein
einzelnes primitives GTO beschrieben

e Split-Valence Triple-Zeta:
X-YZWg,  z.B.6-311G (74)

5.7 Verbesserung der Basissatze
5.7.1 Polarisation

e Erweitere Basissédtze durch Polarisationsfunktionen um der gegenseitigen Polarisa-
tion von Atomen in einem Molekiil Rechnung zu tragen (Molekiile haben dadurch
geringere Symmetrie)

e Modellfall: Beschreibung eines Atoms in einem E-Feld. Verwende dabei eine Ba-
sisentwicklung nach Kugelflichenfunktionen, da durch die Polarisation die sphérische
Symmetrie eines Atomes verloren geht

$(r) = Ry, (1) Yy, m, (0, ) (75)
liZO

e Praxis: Hinreichende Genauigkeit durch Verwendung aller Terme der Summe in
Eq- (75) bis li,max. isoliertes Atom 1 1 oder +2

e Pople Notation:
6 — 31G* (76)

— Ein Stern: Polarisationsfunktionen fiir alle Atome ausser H-Atom

— Zwei Sterne: Polarisationsfunktionen auch fir H-Atom

5.7.2 Diffuse Funtkionen
5.8 Exponenten der Basisfunktionen

e Allgemein: Variiere Exponenten fiir Atom, sodass Hartree-Fock-Energie minimal
wird (Variationsprinzip). Dies fiihrt jedoch zu einem nicht-linearen Optimierungsprob-
lem.
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5.8.1 Even-tempered Basissatz

Chman—kt1 = a1 B e (0,1) (77)

e Verwende Least-Squares Methode um optimale Parameterwerte zu berechnen

5.8.2 Well-tempered Bassisatz

Chmax = @ (78)

b
1+7<kk >] (79)

k=23, kmax ,  BE(0,1) (80)

Chmax—k+1 = Chax—k+205

e Well-tempered Basissitze haben bessere Verteilung der Exponenten

5.9 Basisfunktionen: Artefakte und die Counterpoise-Korrektur

e Basissatziiberlagerungsfehler (Basis set superstition error, kurz BSSE): PES lasst
sich in einer endlich-dimensionalen atom-zentrierten Einteilchenbasis nicht mit
homogener Genauigkeit berechnen

- Verwende grossere Basis oder fithre Counterpoise-Korrektur durch

5.9.1 Counterpoise-Korrektur

e Ziel ist es, die BSSE-behaftete Wechselwirkungsenergie zu korrigieren:
AE(Komplexierung) = EXIF (Komplex) — ENT (Gast) — EHY (Host) (81)
1. Fiihre Berechnung fiir den Host durch, jedoch mit der Basis, welche auch die Funk-
tionen an den Positionen der Atome des Gasts beinhaltet (Ghostbasis)
2. Dito fiir den Gast
3. Berechne Korrekturterme fiir die elektronischen Energien:
AE(Gast) _ EKomplexbasis (Gast) o EGastbasis (Gast) (82)
AE(HOSt) _ EKompleXbasis (HOSt) _ EHostbasis (HOSt) (83)

4. Die Komplexierungsenergie kann man nun durch die Differenz A E(Komplexierung)
minus (AE(Gast) + AE(Host)) korrigieren. [1]
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5.10 Qualitat der Basissctze
e Sehr schlechte Basissidtze: STO-nG, 3 — 21G
e Schlechte Basissitze: 6-31G, 6-13G*

e Gute Basissidtze: Mindestens Triple-Zeta-Basen mit Polarisationsfunktionen

5.11 Orbitallokalisierung
e Orbitale, die man aus den kanonischen Hartree-Fock Gleichungen erhélt sind oft
sehr liber das ganze Molekiil delokalisiert

— Die LCAO-Methode liefert Mehrzentren-Orbitale, die tiber alle Atome des
Stoffes delokalisiert sind (kanonische Orbitale)

e Fiir die Interpretation von den Ergebnissen ist es sinnvoll, die Orbitale zu lokalisieren,
um das z.B. in der Chemie vorherrschende Lewis-Bild von Bindungen und freien
Elektronenpaaren abzubilden

e Verwende unitire Transformationen um Orbitale zu lokalisieren:

= Uid; 84)
J
— Boys-Schema: minimiere Erwartungswert
N
> (i (5] (11 —r2) [ d5) 1) (85)
i=1

— Pipek-Mezey-Schema: maximiere Summer der Quadrate von Partialladungen
(atomare Mulliken-Ladungen)
5.11.1 Mulliken-Partialladungen

e Die Mulliken-Partialladungen werden durch die Mulliken-Populationsanalyse ap-
proximiert

e Wahrscheinlichkeit, ein Elektron in einem Orbital an der Position r zu finden ist
definiert als

M M
pi) =07 ) =>_>" Y > DD (86)

(87)
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— Wenn wir iiber alle dynamischen Koordinaten integrieren und iiber alle beset-
zten Orbitale die zu Atom A gehoren summieren, so erhalten wir die Anzahl
Elektronen von Atom A:

Na=Y Y &&@wm

i pv€ Atom A

x£A><r>> (88)

~~

Uberlappmatrix Suv

— Wir benoétigen dazu atomzentrierte Basisfunktionen
— Beachte: N # >, Ng

5.11.2 Atomare Projektionsoperatoren

e Definiere Projektionsoperatoren p4 auf atomare Bassins A durch Verwendung atom-
zentrierter Basen

e Eigenschaften von Projektionsoperatoren:

1. Summe iiber alle Projektoren liefert die Identitat:
» pa=1 (89)
A

- Dies erlaubt es ) , p4 mit anderen Operatoren zu multiplizieren, ohne
dessen Erwartungswert zu dndern

2. Projektoren sollten idempotent und orthogonal sein:
PBPA = 0ABPA (90)
e Einteilchenprojektoren konnen zu Vielteilchenprojektoren aufsummiert werden:
Pa="pali) (o1
i

— Die atomare Population N4 kann dann definiert werden als

Ny =(Pa) = i (il pa li) 92)

)

x Partialladung des Atoms A ist nun gegeben als

ga = Za—Na (93)

- Die Summe iiber die Erwartungswerte aller Projektionsoperatoren P, liefert
die totale Anzahl Elektronen N [2]

N
S (Pa) =33 (lpali) =N 94)
A A 1
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5.11.3 Mulliken Pseudoprojektoren

e Mulliken Pseudoprojektoren sind definiert als

pi = ) V) Syl (95)

nEA Y

e Die Mulliken-Ladungen konnen berechnet werden durch

N
(PA) =323 il 1) = Y- (PS) = NN (96)
2

pEA
— P: symmetrische Dichtematrix
- (p|: Elemente eines atomzentrierten Basissatzes
- >_uea(P8S),, ist die Spur eines Matrixproduktes

— Die Mulliken Pseudoprojektoren sind reel aber nicht symmetrisch, also auch
nicht Hermitesch [2]

6 Atome — numerische Verfahren

e Die Transformation des Mehrelektronen-Hamiltonian in Polarkoordinaten fiihrt
unter anderem zu Integralen der Form

2 T
/ / Yi e (0, 0) Yo (0, ) ¥ir (9, ) sin 0100 | ©7)
0 0

wobei Y Kugelflachenfunktionen sind

— Vorteil: Fiir die Integrale tiber Kugelflichenfunktionen sind analytische Losun-
gen bekannt,

27 T
[ [ ¥ 00 00Youn (0200 Yir (0. ) sin 910 98)
0 0

:(_1)m/\/(21’+1)(21/+1)(2[”+1) ><< AN ><y v z">

47 -m' m m" 0 0 O

Wigner 3j-Symbol
(99)

6.1 Wigner 3j-Symbole

e Wigner 3j-Symbole hingen mit den Clebsch-Gordan Koeffizienten der quanten-
mechanischen Drehimpulsalgebra zusammen:

; ; ; —1)J1—J2—ms3 o .
( £1 sz 7‘7]53 > = ()213—1—1 (j1J2ma| j3 —m3) (100)

Clebsch-Gordon Koeffizienten
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7 Elektronenkorrelation

e Hartree-Fock-Theorie beriicksichtigt im Ansatz der Wellenfunktion die korrelierte
Bewegung der Elektronen nicht, deshalb ist die HF-Energie bei einer vollstandigen
Basis immer noch fehlerbehaftet:

el
- E‘la-lll",liasisl
(Basis 2 > Basis 1)

HF,Basis 2
Ed’

——— EHF (Vollstindige Basis— HF-Limit = numerische Losung)
HF-Fehler: Korrelationsenergie E, .

—— E, (exakt)

Figure 2: Ubersicht der HF-Energie. Die Differenz zwischen der Energie am HF-Limit
und der exakten Energie nennt man die Korrelationsenergie.

7.1 Stérungstheorie
e Hamilton-Operator:
H=HO 4+ xg® (AW ist eine kleine Stérung mit A € [0,1]) (101)
— Schrodingergleichung fiir das ungestorte System:

HOwO = pOg©) (102)

e F, und ¥, werden als Potenzreihen in )\ angesetzt:

o o
E, =Y XNEP U, = Abwd (103)
k=0 k=0

7.2 Moller-Plesset-Stérungstheorie

e Der ungestorte Operator H () wird als der Hamilton-Operator gewihlt, zu dem die
HF-Determinante die exakte Eigenfunktion ist:

N

HO = Z f (i) = \Ilgo) = cng = & (Slater-Determinante) (104)
=1

F@) = h(i) + >[5 (6) — k()] (105)

J

Giuseppe Accaputo 21 www.accaputo.ch


www.accaputo.ch

Quantenchemie (Frithjahrssemester 2016 - ETH Ziirich)

— H©O ist nicht der exakte Hamilton-Operator des Systems

- Alle Eigenzustinde von H(? bilden eine vollstindige Basis, in welche die

Korrekturen der Wellenfunktion \117(10) entwickelt werden konnen

— Notation fiir angeregte Slater-Determinanten:

« Einfach angeregte Determinante, d.h. wenn ein Elektron vom Orbital ¢

in das Orbital a angeregt wird:

x Zweifach angeregte Determinante:
b
D7
e Exakter Hamilton-Operator:

Ha=BO B0 — GO =, 7O

. N 1
Ha=) hi)+) ] —
=1

j<i Y =

N . N A
D@ +Y T — =D i) — k(D)
i=1 ij

re
j<i Y

=g
- Wegen H, = HO + XH® gilt A\ =1
e Energie nullter Ordnung:

E}e\l/lpo = B0 = @’ﬁ(o) ¢) = Z Eii
1€ Konfig. 0

- E© ist nicht die HF-Energie
e Energie erster Ordnung:

) 1 L .
AN =% v Z[jj(z') — k;(3)]

j<i

ED — (@] f#V)]9)

ENPT = EO 4L AED = (0| A© + AW @) = EIF

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)
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7.2.1 MP2

e Aus Eq. (113) folgt also, dass wir mindestens MP2 benétigen, um die Korrelation-
senergie anzunihern:
o HW @) 2
EMP2 _ pHF | Z | (@ D) | (114)
0) _ p©
k20 Eo k
— Bei den ®; handelt es sich um Determinanten, die angeregten Konfiguratio-
nen entsprechen

— Matrixelemente {iiber einfach angeregte Determinanten und {iber Determi-
nanten, die mehr als zweifach angeregt sind fallen wegen den Slater-Condon

Regeln weg
— Nenner:
EY = Y ey (115)
i€ Konfig. 0
B = Y e (116)
i€ Konfig. k
— BV —EY =¢i4¢ej—co—2 (117)
— Zahler:
x Die Einelektronenintegrale verschwinden
<<I>“b i[j]( ) — ki (4)] <I>> =0 (Slater-Condon Regeln)  (118)
ij

x Bei den Zweielektronenintegrale tiberleben nur die Terme, in denen die
beiden Orbitale, in welchen sich die Slater-Determinanten unterscheiden,
vorkommen

e Die MP2 Energie ist definiert als

ENP? = gHF 4 B (119)
= By ~ E? (120)
— Die Korrelationsenergie wird gendhert durch die Energiekorrektur zweiter

Ordnung
- Fiir E® in Eq. (114) erhilt man nun

B =Y (@A |@) |”
T R0 _ 50
k0 0o — B

Z i Z Z [(ba (Dbl 1/112|¢3) ¢5) — (D (D] 1/r12105) ¢)|?

3 Ej—Eq — €&
b=a+1a=N+1i=j+1 j=1 it J a b

(121)
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x a,b: Index fiir virtuelle Orbitale

x 1, j: Index fiir besetzte Orbitale

x m: Anzahl der Basisfunktionen (bestimmt auch gleich die Anzahl der
virtuellen Orbitale)

e 4-Index-Transformation:

(U‘kl) <¢1 <¢j| 1/T12 ‘(Zsk ¢l Z M 1/ )<Xu <XV‘ 1/7"12 ’X'y> X§> (122)

%)

¢i: MO-Basis
Xu: AO-Basis

m* MO-Integrale sind nun vorhanden, und fiir jedes muss die obige vierfach
Summe ausgewertet werden

Diese Transformation benétigt einen Rechenaufwand von O(m?®) (eigentlich
O(m?), da nicht jede Kombination benétigt wird fiir MP2)

Rechenaufwand kann mit math. Trick auf O(4m®) runterskaliert werden:

* Summieren nur ein Index bei den AO-Integralen, z.B. fiir m* Integrale
der Form (uv|vyl) berechnet man die Summe

Z c(uv|yo) . (123)
é

Diesen Schritt fithrt man noch fiir die Integrale (uv|kl), (uv|kl), (ij|kl)
und man hat die AO-Basis in die MO-Basis transformiert mit O(4m”)
Rechenaufwand

- Jeder Schritt skaliert mit O(m®), da pro m* Integrale eine O(m) Sum-
menberechnung durchgefiihrt werden muss

7.2.2 Vor- und Nachteile der MP-Stérungstheorie

e Nachteile:
1. Keine Kontrolle iiber Grenzen
Obere Grenze geht verloren
Konvergenz ist bei MP-Storungstheorie nicht garantiert

Fehler kann noch grosser werden, da stark molekiilabhédngig

i 0D

MP-Storungstheorie versagt wenn:
a) Hartree-Fock schon problematisch war (Referenz ist dann nicht gut und
daher Stérung grossb)
e Vorteile:

1. Ist gut fir schwach-gebundene Systeme (Van der Waal Komplexe wie z.B.
Benzol-Dimer oder allgemein supramolekulare Chemie)
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7.3 Configuration Interaction

e Grundidee: Hartree-Fock-Theorie ndahert Wellenfunktion mit einer einzigen Slater-
Determinante an

e Allgemeinerer Ansatz: Entwickle Wellenfunktion in eine vollstdndige Basis von
N-Elektronen-Basisfunktion

UG =" Crad; (124)
I

— A: A-ter elektronischer Zustand

e Man erhilt die Slater-Determinanten durch schrittweise Substitution der Slater-
Determinante des Grundzustands:

a b ab yjac abc ;7!
\P%\I/ijl:[ljﬁ".%mij’ ik?"'%qll'jk.,\:[jabd7.-. (125)

— HF-Slater-Determinante wird aus den N Orbitalen mit der niedrigsten Orib-
talenergie konstruiert

— Anzahl der moglichen Determinanten ist durch Anzahl der virtuellen Orbitale
m — N (Roothaan-Hall-Gleichung) bestimmt (da es sich bei der Substitution
um angeregte Slater-Determinanten handelt)
7.3.1 Full Configuration Interaction

e Beriicksichtige alle moglichen angeregten Konfigurationen

e Anzahl Slater-Determinanten ngp fiir NV Spinorbitale ausgewahlt aus einer Menge
von m Spinorbitalen (Slang: N Elektronen in m Orbitalen):

m m!
nSD:<N>:]\7!(Tn]V)! (126)

7.3.2 Truncated Configuration Interaction

e Auswahl der Determinanten wird beschrankt (hinreichend grosser (endlicher) Ba-
sissatz)
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Basis von
Slater—Determinanten
hohere
Genauigkeit
Einteilchenbasis

Figure 3: Genauigkeit der Rechnung bei truncated CI hidngt von zwei Faktoren ab:
Grosse der Basis von Slater-Determinanten und Grosse der Einteilchenbasis

e Klassifizierung:

— Configuration Interaction Singles (CIS): alle einfach angeregten Determinan-
ten werden berticksichtigt

UGS = Coa®o + > Claiya®f (127)
(ai)

— Configuration Interaction Singles Doubles (CISD): Alle einfach und zweifach
angeregten Determinanten werden berticksichtigt

UG = Coao+ ) Clana®i+ D Claippa®y — (128)
(ai) (ai)(bj)

7.3.3 Das Cl-Eigenwertproblem

1. Energiererwartungswert aufschreiben:

cr <\I/9‘I ﬁel‘\ygl>
)
2. Einsetzen der Entwicklung nach Slater-Determinanten:
oI ZK,L CicaCra <®K‘gel‘q)L>
Eea= (130)

Yk CicaCra (Px|®r)

e Nenner vereinfachtsich zu )", C% ,, da die Slater-Determinanten orthonormiert
sind und daher (@ |®;) = 6k
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3. Kriterium fiir Variation definieren:
ClI
a‘EeLA !

8014 (131)

4. Wir erhalten die folgende Gleichung, welche fiir jeden Entwicklungskoeffizienten
C' 4 aufgeschrieben werden kann:

Z Cra <(I)I‘He1’q>L> = CraE3Y (132)
L

5. Matrix-Gleichung (Eq. (132) fiir alle Entwicklungskoeffizienten):

H - Cy=FE44Cy (133)

6. Als Losung des CI-Eigenwertproblem erhalt man alle elektronischen Zusténde eines
Systems:

H-C=E,C (134)

e E_: Diagonalmatrix, welche die Gesamtenergien der elektronischen Zustidnde
enthalt

7.3.4 Unterraum-Ilterationsverfahren

e CI-Matrizen konnen extrem gross werden und die Matrixdiagonalisierungen skalieren

mit O ((¥)?)
e Vewrwende Unterraum-Iterationsverfahren:
H-E{)Ca=0 — (ﬂ - Eg}g>) ci =@  (135)
1. Rate einen Versuchsvektor by fiir die CI-Koeffizienten
2. Berechne direkt den Hilfsvektor o:
oo = Hby (136)

e Im n-ten Iterationsschritt gibt es n Basisvektoren b; und entsprechend viele
Hilfsvektoren o

3. Setze n-dimensionale Davidson-Matrix HP®" auf und diagonalisiere sie:

Hl]?av _ b;-rO'j — HDaVZ(n) _ /\nz(n) (137)

4. Berechne den néichsten Basisvektor aus dem Residuumsvektor

r™ =32 (0 — ) (138)

i
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5. Der optimierte CI-Vektor ergibt sich durch Entwicklung in die so aufgebaute Basis

n—1
c) =Y =", (139)
=0

6. Beende die Iteration wenn die Norm des Residuumsvektors hinreichend nahe an
Null ist
7.3.5 Eigenschaften von (truncated) CI
e Man hat Zugriff auf elektronisch angeregte Zustidnde

e Die CI-Methode ist nicht grossenkonsistent

— Beispiel: Die Berechnung der elektronischen Energie des He-Dimers bei grossen
Absténden ist nicht gleich der Summe der CI-Energien zweier He-Atome

e Die CI-Methode ist auch nicht gréssenextensiv, d.h. das obengenannte Problem mit
den Absténden tritt auch bei kiirzeren Abstdnden auf

8 Zweite Quantisierung und MCSCF

8.1 Slater-Determinanten als Basisfunktionen des CI

e Aus den Roothaan-Hall-Gleichungen erhéalt man m Spinorbitale
F={¢1,02,...,0m} (140)

e Aus F werden nun N Elemente ausgewahlt, aus denen die Slater-Determinante
konstruiert wird

N: {¢nla¢n2>~--7¢nN} (141)
ng € {1,2,...,m} ke{l,2,....N} NCF (142)

e Bisherige Notation fiir Slater-Determinanten (antisymmetrisierte Hartree-Produkte):

D = A(¢p1(r1)dn2(r2) - G (TN)) = Prtna,.aN = q)f\]/v) (143)
Gni(ry) ... oan(r1)
¢ni(ra) ... dun(r2)
ol = : - : (144)
Gni(rn—1) ... Oun(rN—1)
tni(rn) ... dun(ry)
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e Erweiterte Kurznotation fiir Slater-Determinanten:

o) = &M (D1, 6, -, dun) (145)
- Hochgestelltes (N): Anzahl der Spinorbitale, aus denen die Slater-Determinanten
konstruiert wird
8.2 Zweite Quantisierung
e Die zweite Quantisierung bietet eine Moglichkeit, mit der man die Slater-Condon-
Regeln direkt in die Schreibweise von Erwartungswerten implementieren kann
8.2.1 Erzeuger

e Wenn der Erzeuger &Z, auf eine Slater-Determinante angewendet wird, wird das
Spinorbital ¢, zur Slater-Determinante hinzugefiigt

= q)(N-‘rl) (¢21 ¢1a ¢3a ceey ¢TLN+1) (147)
= _(I)(N+l)(¢17¢27¢37' "7¢7LN+1) (148)

— Vollstandige Operation von &2:

1. In der Slater-Determinante wird eine neue Spalte ¢,, —, an der k-ten Po-
sition hinzugefiigt (nx_1 < nx = ¢ < nk41)

* Neues Spinorbital wird zuerst ganz links hinzugefiigt (1. Spalte) und
dann die Spalten solange vertauscht, bis ¢, an der k-ten Position ist
(k — 1 Vertauschungen)

x Flir jede Vertauschung der Spalten wird das Vorzeichen der Determi-
nante veriandert

2. Zusétzlich wird eine neue Zeile unterhalb der N-ten zeile eingefiigt, welche
die Koordinate ry; enthalt

e Wenn ein Spinorbital erzeugt wird, das schon in der Slater-Determinante enthalten
ist, dann ist die Determinante O

e Definition der Wirkungsweise des Erzeugers:

atoW) _ 0 wenn ¢, € N
N (_1)k_1(:[)(N+1)(¢n17¢n27'"7¢nk:qa"'7¢n1\7+1) wenn ¢q gN
(149)

- k: Position, an welcher Spinorbital ¢, eingeftigt wird
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8.2.2 Vernichter

e Wenn der Vernichter G, auf eine Slater-Determinante angewendet wird, wird das
Spinorbital ¢, entfernt

as® M) = 40N (61, b3, . .., ) (150)
= o[~ 0N (2, p1, b3, . ., pun)] (151)
= 0NV (py, 3, .., dun-1) (152)

- Vollstandige Operation von a,:
1. Spalte ¢,,—, wird aus der Slater-Determinante entfernt

« Die zu loschende k-te Spalte wird durch Vertauschungen mit benach-
barten Spalten ganz nach links gebracht (k — 1 Vertauschungen)

x Fiir jede Vertauschung der Spalten wird das Vorzeichen der Determi-
nante verandert

2. Zusitzlich wird noch die N-te Zeile, welche die Koordinate rp enthélt,
entfernt

e Wenn ein Spinorbital entfernt wird, das nicht in der Slater-Determinante enthalten
ist, dann ist die Determinante O

e Definition der Wirkungsweise des Vernichters:

) _ {0 wenn ¢, € N (153)

aqP
TN DO Y (G, b, dun—1)  wenn gy € N
- k: Position, an welcher sich Spinorbital ¢, befindet

- Nach dem erfolgreichen Vernichten von ¢, (2. Fall) gilt ¢ & {n}

8.2.3 Antikommutator
e Fermionische Erzeuger und Vernichter erfiillen folgende Antikommutator-Relationen:
{d;r” &:;} =0 {dpa dp} {d;rav &q} = 5pq (154)
— Der Antikommutator von zwei Operatoren ist definiert als
{A, B} = AB+ BA (155)
— Beide fermionischen Operatoren erfiillen die Antikommutator-Relationen in
Eq. (154), damit das Pauli-Prinzip eingehalten wird:

ABeWN) — _BApW) (156)
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8.3 Wellenfunktionsansatze in 2. Quantisierung
8.3.1 Cl-Wellenfunktion

e Erhalte CI-Wellenfunktion in 2. Quantisierung durch Operation von Vernichtern
und Erzeugern auf eine sog. Referenzfunktion (HF-Determinante):

VR = Coa®o + > Clanna®l + D Claip)ad ...
(ai) (ai)(b4)
= Coa®o + ) Claiadbai®o+ ) Caiyyathitjalai® (157)
@ (ai) (b5)

8.4 Matrixelemente uber Slater-Determinanten

e Einelektronen-Operatoren:

(B o) [B2) = 1 3 (6] o) [04) 115" (158)
pq

+1 wenn a, P, = +a,Pp

th L = (a,Pk|a,Pr) = { (159)

0 sonst

— Implementierung der Slater-Condon-Regeln: Wenn p und ¢ die einzigen Spinor-
bitale sind, in denen sich die Determinanten K und L unterscheiden, dann
gilt 4, ®;, = +a,®P, sonst unterscheiden sich die beiden resultierenden Slater-
Determinanten, und das Uberlappintegral ist 0

e Zweielektronen-Operatoren:

1

NV =] 2 (@0l (0r(rn1 080 10) @) Tty (160)

pgrs

(Pr|o(ry-1,rNn) |PL) =

+1 wenn a,a,P; = tasa,PL (161)

pqgars

TE L = (a,0,P ]| G50,P1) =
< P K‘ e L> {0 sonst

— Implementierung der Slater-Condon-Regeln: Analog zur Implementierung
bei den Einelektronen-Operatoren
8.4.1 Adjungierte Operatoren
e Erzeuger und Vernichter sind adjungierte Operatoren:

(apPx| Gq®L) = (Pk| a)aq |PL) (162)
(arap®rc| asaq®r) = (x| alalasag |Pr) (163)
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8.5 Energie und Hamiltonian in 2. Quantisierung

e Dank der Tatsache, dass Erzeuger und Vernichter adjungierte Operatoren sind
konnen wir nun die elektronische Energie und den Hamiltonian in zweiter Quan-

tisierung schreiben
e Elektronische Energie:

Eel,A - <\Ilel,A‘ f{el ‘\Ijel,A>
= (¢p| h(D) |6) (Tera| @ag [Ver,a)
pq

(164)

+ % D (8p(1)(60(2)] 3(1,2) [65(2))8(1)) (Per,al afalasi Yo a)  (165)

pgrs

e Elektronischer Hamiltonian:

Ha =" (il h(i) |6;) aag + % > (6i1)(6x(2) 5(1,2) |61(2)) 65 (1)) afafasa;

ij ikl

8.6 Coupled-Cluster

e Verwende Exponential-Ansatz fiir das Substitutionsschema zur Generierung der

Determinanten-Basisfunktionen:

\I/SC = exp(T)@HF

el

- Anregungs-Operator:

mit
Cluster-Amplituden
b T
To= Y. b ...ajaata;
.. —
ab...ij... o Paare ata
Anzahl & Apzah] o
* Beispiel:

e CCSD-Wellenfunktion:

\IJSICSD = exp(Tl + T2)<I>IE{IF

(167)

(168)

(169)

(170)

(171)
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- CISD-Wellenfunktion:
OSSP — 7y 4 TholF (172)
e exp wird durch ihre Taylor-Entwicklung definiert:
exp(T):1+T—|—%T2+... (173)

— Coupled-Cluster ist genauer als truncated CI, weil bestimmte hoher angeregte
Konfigurationen bei Entwicklungen der Exponentialfunktion beriicksichtigt
werden:

~ A ~ ~ ~ 1. A A 1~
exp(T) =exp(Ty +T) =1+ T + Tr + 5Tf + 1Ty + iTg +... (CCSD)
(174)

« Der Term 7,75 erzeugt dreifach angeregte Determinanten durch t?&i&it%&
deren Vorfaktor aber aus Singles- und Doubles-Amplituden berechnet
wird (t¢,t1), d.h. @%4’,5 treten als Basisfunktionen auf, werden aber mit

Singles- und Doubles-Amplituden gewichtet
* Erst CCSDT liefert die connected Triples als t%bgdz&idi&kdl&j

e Vorteil CC: Grossenkonsistent

8.7 Multi-Configuration Self-Consistend Field (MCSCF)-Methode

e Truncated-CI-Ansidtzen werden die CI-Entwicklungskoeffizienten optimiert, aber
die Spinorbitale bleiben unverdndert, d.h. die Truncated-CI-Energie kann man
variationell weiter erniedriegen, indem man nach einem optimalen Orbitalsatz
sucht (und nicht einfach HF-Orbitale verwendet)

e MCSCF-Methode: Variiere E,) beziiglich {C;4} und {¢;}

e MCSCF-Methoden der ersten Generation:
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Fiihre eine Hartree-Fock Rechnung durch

t

Berechne CI-Entwicklungskoetfizienten C,

t

Lise die SCF-Gleichung — Orbitale { 0, }

i

Berechne C , fiir die neuen Orbitale

'

Nei
— Konvergenz ? Ja Ende

Figure 4: Bei MCSCF-Methoden werden abwechselnd die CI-Koeffizienten und die
Spinorbitale optimiert.

e MSCF-Methoden der zweiten Generation: Verwende auch 2. Ableitungen nach den
Variationsparametern

1. Entwickle Wellenfunktion in Determinanten aus einem neuen Satz Orbitale:

TN =3 "8,Cr4 (175)
I

wobei die neuen Orbitale ®; durch eine unitire Transformation U = exp(k)
aus den alten Orbitalen erhalten,

1 1
| =u-| (176)
O i
— Da Optimierung der Orbitale im Roothan-Verfahren als Rotation im Vek-

torraum der Basisfunktionen verstanden werden kann, werden die r,,
(k = {kpq}) Orbitalrotationsparameter genannt

2. Newton-Raphson Verfahren: Entwickle Energie in Abhédngigkeit von einem
Satz Parameter p in eine Taylorreihe um den Punkt p, = 0:

1
Ea(p) = Eq(0) +g'p + §pTﬂp (177)

0% Eq .
- H-= —el ) : Hesse-Matrix
Opi0Op; 0

-g= ( 855;?)0: Gradient
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— 2. Ableitung wird benutzt, um E, beziiglich der Orbitale zu optimieren

3. Optimiere Parameter mittels

e Problem: MCSCEF ist kein gutes Modell, da nicht definiert wurde, wie die Truncated-
CI-Wellenfunktion genau zu wéhlen ist

e Complete Active Space SCF (CASSCF): Definiere aktiven Orbital-Raum und beriick-
sichtige alle Determinanten, die durch Substitution in ihm konstruiert werden
konnen

!
CAS(p,q) = ( qu > = Qo Determinanten (179)

(2¢ — p)'p!

9 Dichtefunktionaltheorie

e Wellenfunktionstheorie: Elektronische Energie wird mit Hilfe der Wellenfunktion
eines Systems berechnet, die von 4N Koordinaten abhéngt (3N Ortskoordinaten
und N Spinkoordinaten):

Ve = We(ri, $1,...,IN, SN) (180)

e Dichtefunktionaltheorie: Elektronische Energie wird mit Hilfe der Elektronen-
dichte des Systems berechnet. Dabei hiangt die Elektronendichte p(r;)nur von 3
Raumkoordinaten ab:

p(ry) :N//.../]\I/el({ri},{si})]2d31d3r2d32...d37’NdsN (181)

9.1 Die Hohenberg-Kohn-Theoreme
9.1.1 Ausgangspunkt
e Vielelektronen-Hamilton-Operator im externen Feld der Atomkerne:
H =T + Vee + Vst + Vi (182)
— T.: Operator fiir die kinetische Energie
. N 1
T = ; <_2Ai> (183)
- Vi.e: Operator fiir die Elektron-Elektron-Wechselwirkung

N N
N 1
Vee = ZZH (184)

i=1 j>i
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— Vixt: Operator fiir das externe Potential
Vext = Z Uext(ri) (185)
Fiir Molekiile: Vi ist das Coulomb-Potential der Atomkerne

N —7ZA
V;eK = Z <; ’rz_R’A|) (186)

i
— Vkk: Operator fiir die Kern-Kern-Abstossung

9.1.2 E.-Bright-Wilson-Argument
e Argument von Wilson um zu beschreiben, warum die elektronische Energie allein
aus der Dichte berechenbar sein muss:
— Aus der Elektronendichte pq folt die Zahl der Elektronen

— Die Positionen der Cusps von pg entsprechen den Positionen der Atomkerne
{Ra}

— An jedem Cusp erhilt man aus der Ableitung der Dichte die Kernladungszahl
des zugehorigen Kern Z 4 (Katos Cusp-Bedingung)

9.1.3 Erstes Hohenberg-Kohn-Theorem

Die Grundzustands-Elektronendichte py(r) bestimmt das externe Potential vy bis auf
eine Konstante. Damit ist auch die Grundzustands-Wellenfunktion ¥, eindeutig durch
po(r) bestimmt.

e Alle Eigenschaften des Systems (insbesondere seine Energie) sind durch py(r) ein-
deutig bestimmt

e Die elektronische Energie des Grundzustandes E, ( und die Wellenfunktion des
Grundzustandes VU, o isnd beide Funktionale von py(r):

Eec10 = Ee10[po] Wero = Yer0[po] (187)

9.1.4 Energie-Funktionale
Eeio = (Yer0[p0]| Her [Per0lpo]) = Fix[po] + Vek|po] (188)
= Fux[po] + / po(r)vek (r)d3r (189)

e Fuk[po|: Hohenberg-Kohn-Funktional; nicht systemabhéngig und analytische Form
ist nicht bekannt
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9.2 Zweites Hohenberg-Kohn-Theorem
Fiir jede normierte Testdichte 5(r), die tiberall im Raum positiv ist, gilt:
Eeio < Eallp] (190)

e Die Grundzustands-Energie F, kann variationell berechnet werden: die Dichte,
welche die Energie minimiert ist die exakte Grundzustands-Dichte, d.h. die Dichte
der Grundzustands-Wellenfunktion minimiert das Funktional E;

9.3 Minimierung des Funktionals E,, ,

1. Bestimmung der Grundzustands-Energie F ¢ durch Minimierung des Funktionals
Ee10[p] unter der Nebenbedingung:

/mm&r:N (191)

2. Verwende Lagrange-Multiplikator-Methode:
Llp] = Eaplp] — 1 [/ prd®r — N] (192)
~ Pl + Vil — | [ i - ] 199

3. Variationsbedingung:
5Llp) = Llp+5p] = Llp] = 0 (194)
e Verwende Funktionalableitungen, um 0 £ auszurechnen

4. Fir das Lagrange-Funktional in Eq. (193) ergibt sich durch Anwendung der Funk-
tionalableitung und Variation fiir x folgende Gleichung:
= OFuk p
op(r)

+ vek (1) (195)

9.4 Partitionierung des Energiefunktionals

e Form der Funktionale E, o[p] und Fyk [p] ist unbekannt; Hohenberg-Kohn-Theorem
beweist nur deren Existenz

e Generelle Idee: Die Energiebeitrdge werden so aufgeteilt, dass man moglichst
grosse bekannte Beitrage erhalt und moglichst kleine unbekannte.

Eeolp] = Fux[p] + Vex|[p] (196)
= Tp] + Veelp] + Vex[p] (197)

= Tp] + J[p] + Veenk[p] + Veelp] (198)

(199)
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- J[p]: Coulomb-Teil
Jlp] = % / / ‘Wd%di”r? (200)
- Vek|[p]: Coulomb-Potential der Atomkerne
Vklol = [ plryveac(e)as (201)

— Von den grossen Beitragen ist nur 7[p| nicht bekannt

* Thomas und Fermi Naherung fiir T'[p]:
3
1775 = 15360 [ PP s (202
* Von Weizsidcker Naherung mittels Gradienten:

2
TYWVp] = é / pr ((:))' d’r (203)

9.5 Kohn-Sham-Formalismus

e Betrachte ein System von nicht-wechselwirkenden Elektronen

A A N 1

Hy=To+Vi=3 [—2& + w(m)} (204)
(2

— Die exakte kinetische Energie fiir dieses System ist bekannt

Annahme von Kohn und Sham: Es gibt ein Potential v,(r) dessen Grundzustands-
Elektronendichte p, o(r) gleich der Grundzustands-Elektronendichte py(r) des Sys-
tems wechselwirekender Elektronen ist

Verwende kinetische Energie eines nicht-wechselwirkenden Referenzsystems T[]
(auch bekannt als die Kohn-Sham kinetische Energie) als Naherung fiir die kinetis-
che Energie des wechselwirekenden Systems 7'[]

Austausch-Korrelations-Funktional E,.: Fasse alle unbekannte Beitrdage zusam-
men

Exe = (T[p] = Ts[p]) + Veenk[p] (205)
Energie neu:

Eeolp] = Tslp] + J[p] + Vek + Exc|p] (206)
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9.6 Beitrdge zum effektiven Potential v

e Die Minimierung des Energiefunktionals wird mittels Lagrange-Multiplikator-Methode

durchgefiihrt:
OFe0lp]  OT[p]
= ’ = + Vet (T (207)
op(r) ~ dp(x) T 1)
— v.g: Effektives Potential
Ueff(r) = Ucoul(r) + UeK(r) + 'ch(r) (208)
/
Vcoul = / p(r )/ dgT'/ (209)
v —r'|
ZA
Ve = — ) (210)
- lr — R4
OExc[p]
xe(l) = (211)
el = )

« Von den Beitragen zum effektien Potential ist nur das Austausch-Korrelations-
Potential v, unbekannt

9.7 Kohn-Sham-Gleichungen

1
_iA + UeK(r) + Ucoul(r) + ch(r) ¢f(s(r) = Ei¢£<s(r) (212)
e Man erhilt die Dichte des wechselwirkenden Systems durch Losen der 1-Teilchen-
Gleichung des nicht-wechselwirkenden Sysetms mit diesem effektiven Potential

e Die KS-Orbitale liefern die exakte Elektronendichte wenn das exakte v, verwendet
wird

e Die Slater-Determinante aus den KS-Orbitalen ist nicht die exakte Wellenfunktion
des wechselwirkenden Systems

9.7.1 Vergleich zu Hartree-Fock-Gleichung

A )+ I K@) | 6 () = el (r) (213)
—~—~
:Ucoul(r)

e Beide Gleichungen (212) und (213) unterscheiden sich in der Beschreibung der
Elektron-Elektron-Wechselwirkung (nicht-lokaler Austausch-Operator K wird durch
das lokale xc-Potential ersetzt)
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10 Austausch-Korrelations-Funktionale

10.1 Modell von Slater

e Vergleicht man die Kohn-Sham-Gleichungen mit den Hartree-Fock-Gleichungen
(beide fiir closed-shell Systerpe), dann sieht man, dass vy, (KS) dem negativen
Wert des Austauschintegrals K (HF) entspricht:

—%A e (1) + oo () + vee(r) | HKS(x) = £,6KS (r) (214)

CIA )+ 20(0) R ()| 6 () = el (x) (215)
2 ——
=Veoul (T)

— Faktor 2 vor dem Coulomb-Operator .J ist da, weil es sich in dieser Gleichung
um Raumorbitale handelt

— Faktor 2 fehlt beim Austauschintegral, weil die Austauschenergie fiir Teilchen
mit unterschiedlichem Spin 0 ist

e Aus dem Austauschintegral K wird die Austauschladungsdichte hSlater hergeleitet,
wobei als einfacher Ansatz fiir h5'**" eine in r konstante, sphérische Ladungsdichte
—p(r)/2 um r verwendet wird

e Das Potential v5'2*" wird durch die Austauschladungsdichte h3'**" erzeugt

T

e Hartree-Fock-Slater-Gleichungen:
1
_EA + UeK(r) + Vcoul + Uglater (I‘) QZ)?F (I’) = szqﬁ?F(r) (216)
— In diesem Modell wird die Elektronen-Korrelation nicht beriicksichtigt

10.2 Local Density Approximation (LDA)

e Verwende exakte Losung fiir das homogene Elektronengas

e xc-Energie pro Teilchen kann geschrieben werden als

Exc = Ex + Ec (217)
e Bloch und Dirac:

1/3
<3> p'/3 (nicht-wechselwirkendes Elektronengas)  (218)

s

o) = =
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e Ubertrage dieses Ergebnis auf Systeme mit inhomogener Elektronendichte um
einen Ausdruck fiir die LDA-N&dherung zu erhalten:

. 3 (3\Y3
ELDA _ pinhom _ /5X(p(r))p(r)d3r =-1 <> /p4/3(r)d37“ (219)
T
e Korrelationsenergie des homogenen Elektronengas ist nur fiir sehr hohe und sehr
niedrige Elektronendichten analytisch bekannt
e Korrelatinosenergie fiir intermediare Félle wurden durch Monte-Carlo-Simulationen
numerisch exakt bestimmt
— Verwende Interpolationsausdriicke an die numerischen Werte:
1. Vosko, Wilk, Nuais (VWN; am weitesten verbreitet)
2. Perdew, Zunger "PZ81”

3. Perdew, Wang "PW92” (bester Fit)

e Meist-verwendetes Funktional fiir LDA:

BN = Dl 4 BN (220)
10.2.1 Xa-Modell
3ELDA[p] 3 1/3
LDA .y — 95x (2 1/3
DA ) = 2 (W) P/3(r) (221)
1/3 1/3
Slater _ _§ 2 § 1/3
ofier(r) = -2 (2 S) o) (222)

e Beide Ausdriicke sind sehr dhnlich und unterscheiden sich nur durch einen kon-
stante Faktor

e Methode lasst sich verallgemeinern (X «a-Methode):

s

1/3
WXo(r) = —3q <3> /3 (x) (223)

— Diese Methode stellt das erste brauchbare DFT-Verfahren dar und liefert fiir
a = 3/4 die besten Ergebnisse

10.3 Gradientenentwicklungen
10.3.1 Generadlized Gradien Approximation (GGA)

e Verwende Funktionalansitze, die p(r) und ein reduzierten Dichtegradienten

[Vo(r)|

) 2R w2
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enthalten:
BSON = EPA [ p(u)ekPA (p(e)) s (s(o) (225)

wobei jedes Fx(s(r)) ein Funktional bestimmt

- Wihle Fy(s(r)) so, dass gewisse exakte Randbedingungen erfiillt werden
1. Gradientenkorrektur fiir den Austausch: Becke (1988)
2. Gradientenkorrektur fiir die Korrelation: Perdew (1986)
3. BP86 xc-Energie: Summe aus Becke (1988) und Perdew (1986)

- Fitte Parameter an empirische Daten aus numerischen Tests
« Funktionale von Hamprecht, Cohen, Tozer, Handy (HCTH)
* Funktionale von Zhao, Truhlar

10.4 Adiabatische Verknipfung

e Man betrachtet ein N-Elektronen System mit einem Parameter \ zum Einschalten
der Elektron-Elektron-Wechselwirkung:

Ha(A) = Te + Vet + MWee A €[0,1] (226)
- Modifiziertes Hohenberg-Kohn-Funktional:
Fiik[p] = (W [p]| Te + AVee [9[0]) (227)
— A = 0: KS-Referenzsystem
Folp] = Ts[p] (228)

— A = 1: Wechselwirkendes System

Filp] = T[p] + Vee[p] (229)
10.4.1 Adiabatische Integration
_ L roFs
B =R Fo- g = [ (2 ) a- (230)
0
e Hellmann-Feynman-Theorem:
OF} .
UL — (2] AT 9] 23)
1
— B [ @D - @32
0

- U Slater-Determinante aus KS-Orbitalen
- U!: exakte U des wechselwirkenden Systems
— (U*[p]| AVie |®*[p]) ist nicht analytisch bekannt und wird linear angenihert
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10.4.2 Hybridfunktionale

e Verwenden den exakten Austausch (i.d.R. nicht-lokaler Austausch von der Form in
der HF-Theorie):

Ex[p] = Ex[{¢:(r)}] (233)

e Verwende statt des lokalen Potentials den nicht-lokalen Austausch-Operator (auf
KS-Orbitale angewendet). Daraus resultieren die Hybrid-Potentiale

e B3LYP Hybrid Potential: Mix aus LDA, B88 und LYP, und VWN

10.5 Probleme von DFT
10.5.1 Selbstwechselwirkungs-Fehler

e Fundamentale Annahme der Quantenchemie: Elektron hat keine Wirkung auf sich
selbst

e Betrachte ein System mit einem Elektron:
— HF-Gleichung:

)

A b e+ J@) —Rm)| 6 @) = e () (234)
2 ~—~
:'Ucoul(r)

wobei im Falle eines einzelnen Elektrons

A~

J-K=0 (235)
— KS-Gleichung:
1
—5 A+ e () + veou(r) + ve(r) | 95(r) = i (x) (236)

« Selbstwechselwirkungsfehler: v,. wird genédhert, daher gilt im Allge-
meinen fiir Einelektronen-Systeme

Vcoul — Uxc 7& 0 (237)

10.5.2 Beschreibung von Dispersions-Wechselwirkungen

e Die Dispersions-Wechselwirkung (van-der-Waals-Krafte) wird von Austausch-Korrelations-
Funktionalen im Allgemeinen nicht erfasst

— GGA-Funktionale hdangen nur lokal von der Elektronendichte ab
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10.6 open-shell Systeme (Ubergqngsme’rqllkomplexe)

e Bei open-shell Systemen betrachtet man in der Regel die a— und S—Spindichten
(statt nur die Gesamtelektronendichte):

58+ tk0) + ) +05406) | 6 1) = 1080 (238)
58 )+ 5) + 20| 606) = 22070) (239)

- Gesamtelektronendichte: p*(r) = p(r) + p?(r):

o OBxclo® 0] 5 OBl 0]
ch(r) = W ’UXC(I') = W (240)

* Verwende p®(r) und p”(r) in Naherungen fiir Ey.[p%, p°]

10.6.1 Probleme

e Energiedifferenzen zwischen verschiedenen Spinzustdnden lassen sich nicht zu-
verldssig vorhersagen

e Man weiss nicht genau, wie gut die produzierten Spindichten sind

e Konvergenz oft schwierig

e Aber: DFT ist die einzig praktisch anwendbare Methode fiir Ubergangsmetallkom-
plexe

11 Gradiententheorie und Molekulare Eigenschaften

11.1 Hellmann-Feynman-Theorem

e Das Hellmann-Feynman-Theorem besagt, dass man bei der Ableitung eines Er-
wartungswert nur den Operator ableiten muss, wenn die Wellenfunktion eine

Eigenfunktion des Opeators ist:

d (TN AN [¥ON) _ dH(\)
o = (T [ =5 v (241)
— Das Hellmann-Feynman-Theorem gilt auch fiir variationell bestimmte Wellen-
funktionen:
OE[Y({Ci(M)})] dH(\)

dA

O\ ‘P({Cz-(k)})> (242)

= <‘If({0i(k)})
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*+ Man verwendet einen Ansatz fiir die Wellenfunktion:
U~ WAPPIOX ({4 1) (243)

wobei {C;} ein Satz von Parametern ist, wie z.B. HF-Orbitalkoeffizienten,
CI-Koeffizienten, etc.

12 Fallstricke in Berechnungen

12.1 Bond Breaking: C—H Dissociation in Methane

e Homolytical bond breaking: the two electrons in the bond are divided equally
between the products

e Heterolytical bond breaking: one atom gets both of the shared electrons
e Experimental binding energy: ~ 420kj/mol

e RHF: Electronic energy difference: ~ 938kj/mol, which is obviously wrong

— The Hartree-Fock method is unable to spatially separate the amplitude of the
electron pairs occupying each doubly occupied spatial orbital. Since the two
electrons are being described by the same spatial orbital, it is clear that these
two electrons cannot be fully spatially separated [3]

« Hartree-Fock dissociation error: Spins are paired, meaning that the bond
is broken heterolytically, leading to total energies which are seriously in
error for bond dissociation processes

- Bond dissociation processes are accompanied by a large change in
correlation energy, the latter not being a part of the Hartree-Fock
calculations

e UHF (1st try): Lift the spin restriction and allow for different spatial orbitals for
different spins (Unrestricted Hartree-Fock)

— The unrestricted optimization still converges to the restricted solution

e UHF (2nd try): Use molecular orbitals of the triplet state as guess to break the
spatial symmetry of the electron distribution

e CASSCF: Ultimate method for bond breaking
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Figure 5: C—H Dissociation in Methane

12.2 Artificial bonding through BSSE

e Since dispersion is an electron-correlation effect, HF does not bind van-der-Waals
complexes (weakly bound complexes)
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