Definition Wellenfunktion Matrixdarstellung

PhySIk 2 Zusammenfassung Eine Wellenfunktion sollte A :/00

oo

UFAU, dz = (n|A|m)
e single-valued sein, d.h. jeder Wert aus der Defi-
nitionsmenge wird auf genau einen Wert in der | ¥,,, ¥,, sind Eigenfunktionen, welche einen Hilber-
Frijhjahrssemester 2013 Bildmenge abgebildet traum aufspannen. Diese Funktionen sind orthogonal
- und daher ist A eine Diagonalmatrix mit ihren Eigen-

e square-integrable sein, d.h. / |ip(x)[> dz: < | werten als Diagonalelemente

—00

Giuseppe Accaputo

o0,

Rechnergestiitzte Wissenschaften, B.Sc. e stetig sein Pauli-Matrizen
.o e differenzierbar  sein  (nicht aber stetig- .
ETH Ziirich differenzierbar) 01 0 — 10
Oy — O'y = g, =
10 t 0 0 —1

Bornsches Postulat

Nach Bornschem Postulat muss die Wellenfunktion nor-
mierbar sein, d.h. folgende Bedingung muss erfiillt sein

Energie

Die Pauli-Matrizen sind hermitesch.

Quantisierung der Energie des Lichts

Jedes Photon hat die Energie }L‘"{; U(x) =0 Kommutator

C
A Operatoren [A,B] & AB - BA

Dispersionsrelation

Hermitescher Operator Kommutierende Operatoren

k:

% AT = A (kompl. konj.) <= A ist hermitesch [A,B] =0 = Die Operatoren A, B kommutieren

Wenn A, B kommutieren, dann bedeutet dies, dass A

Wellennatur der Materie nach De Brogli Fiir einen hermiteschen Operator A gilt und B dieselben Eigenfunktionen haben. Zusatzlich ist

o . B eine Diagonalmatrix im Vektorraum welcher von den
(plAT) = (Ap|¥)

h Eigenfunktionen von A aufgespannt wird.
Impuls: p = X
_ E me h Eigenwerte Die Eigenwerte hermitescher Operatoren | Weiter gilt, dass beide Grossen A, B gleichzeitig be-
Kreisfrequenz:  w = 27w = nT mit b = Y- sind immer reell stimmt werden kénnen wenn sie kommutieren.
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Wichtige Operatoren

Wende Kommutator auf eine Testfunktion W an:

Freies Teilchen (1D)

[A, BU = ABY — BAU = U — [A,B] =4 Ortsoperator & = x
9 Hamiltonoperator:
A . 1D . .
Impulsoperator p = —iAV = p, = —1718— B2 92
. .e . .e . € T (4 — —
Zeitabhadngige Schrodingergl. 1) =5 a0

Parititsoperator PW(z) = U(—x) hermitesch

) . Teilchen im Kasten (1D)
ihg‘ll(x,t) = HU(x,t) _ . e
Coulomb-Potential Hamiltonoperator: (Teilchen befindet sich in einem

eindimensionalen Kasten der Lange L)

Ansatz um zeitun. Schro. zu finden

. n* d?
Verwende Separationsansatz W(Z,t) = T(t)P(Z), set- q-Q H = Com dz? +V(2)
ze in zeitabh."S_chr'dding.ergleichung ein und erhalte zei- Areqr
tunabh. Schrodingergleichung: . {O wenn 0 < 4 < L
ih%T(t) = 53(32»’; = ET(t) ¢: Ladung Teilchen 1 o0 sonst
. (...) _ B (zeitun. Schrodingergl.) Q : Ladung Teilchen 2 Randbedingungen : V¥ (z)=0firz <Oundx > L
P(T) ' '
r:  Abstand zwischen den beiden Teilchen Eigenfunktion:
Zeitunabhangige Schrodingergl ) \/isin(@) om0 n o L
U, (z) = L
- Korrespondenzprinzi 0 sonst
H0,(5) BT,

e Definiere klassische Energie des Systems anhand Eigenwerte:

Eigenwerte und Eigenfunktionen der Ortskoordinaten z; und der Impulskoordina- g m2n’m?  hn?

Dy . . . ten p; "7 2mL?  8ml?
A ist eine Matrix — Eigenwerte und Eigenfunk-

tionen (Eigenvektoren) wie lblich berechnen . . .
(Eig ) e Ersetze x; und p; durch die Operatoren #; = z; | BUELS S U =l el b LV E T [ BIGE=2 e (lD
0

A ist ein Operator —> Wende Operator auf U an und p; = —ih Potential V' (z):
Vi) = {O x < 0 (Bereich A)

und erhalte Eigenwerte k:
oo x>0 (Bereich B)

€

AV = kU e Stelle die Schrédingergleichung H¥ = EV auf
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Wellenfunktionen in den einzelnen Bereichen:

\I’A(CL’) Aeikx + Be—ikx

Randbedingungen:
Uy0)=0 = B=-4

Die urspriingliche Welle W4 wird nun in zwei Wellen
aufgeteilt:

e von links einlaufende Welle W4 jinks () = Aelh®

e von rechts reflektierte Welle WUy recnes () =
_Aeika:

Reflexionskoeffizienten

Teilchen mit Potentialstufe V[ < co (1D)

Potential V' (z):

Viz) = 0 x<0( (Ber.eich A)
Vo x> 0 (Bereich B)
Hamiltonoperator:
- h? d2
<O 9m da?
- h? d2
Hyso=——
>0 5 dr? + Vo

Fall 1: Energie £ > 1}
U,o(w) = A + Be ™k =+2mE/h
Uooo(z) = AéF™ 4 Be e |/ = \/om(E — Vy)/h
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Von links einfallende Welle wird mit der Amplitude B
reflektiert. Dringt der andere Teil der Welle in den Be-
reich x > 0 ein, so wird die Welle nicht mehr reflektiert
= B'=0

Randbedingungen

Fall 2: Energie £ < 1}

vc0(z) = A" + Be "™ r =+2mE/h

wso(x) = A + Be™™® ' = \/2m(V, — E)/h

v
v

Im Bereich z > 0 wachst der erste Term fiir x — oo
nachoo =— A’ =0

Teilchen im Kasten (2D)

Hamiltonoperator:

2 52 2
H= _;_m(% + 8a_y2) +V(z,y)
0 wenn 0 < x <L,
mit V(z,y) = und 0 <y < L,
oo sonst

Eigenfunktion

2 - .
Vo iny (x,y) = I sin (anx) sin (

Ny TY

Ly

)

Eigenwerte (Achtung: Im Folgenden wird das
Plancksche Wirkungsquantum A und nicht das redu-
2

)

Y
Fiir einen quadratischen Kasten mit L = L, = L, gilt:

2

Ny

L

h2
nany &m

2

SmL?

Teilchen im Kasten (3D)

V(r)=0

Hamiltonoperator:

N h2

Eigenfunktion:

U(z,y,z2) =

Eigenwerte:

n? 2

Y nz
+ﬁ+ﬁ>+Uo
Y z

h2m?

2m

n;
L
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Ebene Welle

Die ebene Welle ist ein Teilchen im Kasten der unend-
lich gross ist und ein konstantes Potenzial hat.

Da der Kasten unendlich gross ist, fallt der Reflexions-
term weg.

Des Weiteren ist eine Normierung nicht einfach moglich
und auch wird der Faktor in der Exponentialfunktion ir-
gendwie gewahlt (Abhingig von Periode der angenom-

menen Randbedingungen):
1D- eber21e \éVeIIe ohne L

. h* d :
—%@ + V(a:) mit V(a:) =W
U, () = e** wobei k, > Ny
h2n?
E, = Sy + V(z) (Potenzial Konstant)
L6ésungsansatz mit Periodischen Randbedingun-

gen

~ R d?
= _%@ + V(z) mlth(x) =V
U, (z) = e** wobei k,, = T
h2k?
E, = v + V(x) (Potenzial Konstant)

In anderer Notation (Zeitabhangig)
U(z,t) = Apsin (27rf (E - t) + gp)
c

Tunneleffekt

0 ,z<0 9
- h? d v
= <z< H=——
V(z) V ,0<xz<D 2mdx2+ (x)
0 ,x>D

Eigenfunktionen:
Uy (x) = Ae'*™ 4 Be ™
Up(x) = Ae'® 4 Blemk'=
Uo(z) = Ae™™  B'e ke
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2mE 2m(E -V
mit k = 7;;2 K = m(h2 ):ikg
Fall 1: D — oo (Potentialstufe)

Da Uy nicht unendlich werden darf, bleibt ¥p(x) =
A'e™™  Damit folgt fiir die Wahrscheinlichkeit das
Teilchen bei « > 0 vorzufinden ¥j(z)Up(x)dr =
A”e ?"*dg (nimmt exponentiell ab!)

Fall 2: D < oo (Potentialbarriere)

Randbedingungen:

V(D) = We(D)

d |
LD+
de()

W 4(0) = Up(0)
d

o d
—U =—VU
dx A(0) dzx 5(0)

d
— V(D
dx c(D)

Da rechts der Barriere nichts reflektiert wird = B” =0
Es bleiben also 2 Unbekannte = Driicke A als Funktion
von A”

Tunnelwahrscheinlichkeit bzw. Transmissionsko-
effizient

|AI/|2
|AJ?

Pp =

. .. |B|?
Reflexionskoeffizient R = W

(H-Atom besitzt nur ein Elek-

Hamiltonoperator:

tron)
Kin. En. Wasserstoff Nukleus Kin. En. Elektron
. h? h?
H = — Ay — A,
2my 2me
62

Ameg |xpg — Xl
A g

~~
Coulomb-Pot. zwischen Nukl. und EI.

LiT-lon

Hamiltonoperator: (Li besitzt 3 Elektronen. Da
Li*-lon (Kation) sind es nur noch 2)

Hamiltonoperator:

Kin. En. beider Elektronen
7\
-
h2

AH - Q_W(Ael +Ae2)

Kin. En. Nukleus
h2
QmH

~

H=

2
362 Z 1 + 62
Ameg = X1 — Xe,| Ameg [Xe, — Xey|

TV
Coulomb-Pot. zw. den El.

-
Coulomb-Pot. zw. Nukl. und EI.
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Aligemeine Formel fiir ein Atom A Harmonischer Oszillator (1D) Teilchen auf dem Ring

Hamiltonoperator (Atom A, Ordnungszahl 7):

Kin. En. Nukleus
N\

. TR
H= -

Kin. En. aller Elektronen
7\

> A

Elektronen

> o
s XL — Xe, |

Elektronen

2mA

Ze?
477'50

S/

-~

Coulomb-Pot. zw. Nukl. und allen EI.
2 (Anz El— ]. Anz El.

2 Lk

471'80 J>i ei — Xej |

(. J/
-~

Coulomb-Pot. zw. allen EI.

1
Allgemeine Formel fiir ein Molekiil En = ho (” i 5)

Hamiltonoperator:

Kin. En. aller Nuklei Kin. En. aller Elektronen
7\ o\
7 N 7 N

H=- Y h2A " > oA
a 2my. Ny 2m “i

N;e z € e;€
Nuklei Elektronen
oy A
Ameg N;e ej€ }XNi o Xej‘

Nuklel Elektronen
g g

~~
Coulomb-Pot. zw. allen Nuklei und EI.
9 (Anz. EI-1) Anz. EI. 1

e
NPTl DD Dl g

i=1 §>i

(. /

~~
Coulomb-Pot. zw. allen Elektronen
(Anz. Nukl.—1) Anz. Nukl.

+ZZ -

i 4dmeq |XN — XN;

4

Coulomb- Pot. zw. allen Nuklei
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Hamiltonoperator:

~ R* 4?1 n* [ d?
g (M4 ey 20
( 2m da? * Qkx ) 2m (dx2 “r )

mk  2wvm wm 1 |k
o = — — = — UV =1 osz [ — _—
h? h h’ 2V m

Eigenfunktion:

W (2) = (o) (200) 2, (aw)e o
mit H,(¢)) (Hermite-Polynome)

Eigenwert:

1 k
V= —4]—
2T

Harmonischer Oszillator (VD)

Hamiltonoperator:

. 21
H:(p——i— —mw*r

n=0,1,... (Vibrationsquantenzahl)

2m 2 P
Eigenwerte:
E, = hw(n + g)
Entartung:
N+n-—1

Hamiltonoperator
Ring 2 + y* = R?)

: (Teilchen befindet sich auf dem

. h?  d?
H=————+V
2mr? dp? +V(r)

mit V() — {0

oo wennr#R

wenn r = R

Eigenfunktion:

U, () = Aexp{inp}

Randbedingung fiir ¥,

\I’n(SD) = an(@ + 27T)
= n=0,%£1,£2,...

Eigenwerte:

h2n?
" OmR2

Jeder Eigenwert ist zweifach entartet, da sich das Teil-
chen entweder nach links oder nach rechts dreht
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Totale Energie im Zustand r

k
Ertotal = Z Xi - E?
i=1

E'... : Totale Energie im Zustand r
r  kann  bspw. der  Grundzustand
(r = 7T ground 0,1, je nach Wel-

lenfunnktion W) oder der erste angeregte
Zustand (r eXC > T gound ) Sein
(Bem.: ein angeregter Zustand bedeutet,
dass er grosser als der Grundzustand ist)

Energiezustand

Xi: Anzahl Spins im Energiezustand ¢

Index des hochsten Energiezustands, in
welchem sich der letzte Spin befindet

_ ground
E total

Dichtefunktion

(Born'sche Interpretation der Wellenfunktion) Die
Dichtefunktion eines Elektrons das sich in den tiefsten
drei Eigenzustanden befindet ist gegeben durch

E' exc — E exc

total

p(z,y,2) = V1]

Dabei beschreibt p die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen
im infinitesimalen Volumen dV' = dzdydz vorzufinden.
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Erwartungswert

Der Erwartungswert des Operators A im Zustand W ist
definiert als

[ U Avdz
(U[AT) = (A) = Z—
f U*dz
Ist ¥ normiert, so gilt / U'ydz =1

Sei ) = Z Cn'prn €in normierter Zustand; dann gilt fiir

den Erwarr’éungswert
() = (wl ) = [ v ivar

— Z Z CrCm (onl A |Om)

n m

Der Erwartungswert eines Zustands, welcher als Super-
position zweier Zustande gegeben ist kann direkt durch
die Wahrscheinlichkeitsamplituden berechnet werden:

V=V + ¥y

= (A)y = a1 (A)a, + |cof* (A)u,
(0, A0, = (A) = / T AT, 2dr
0

AzAp, > !
2
mit
Az = /(#2) = (3)?
Ap, = 2) — (p.)?

Variationsprinzip

Fiir eine normalisierte Wellenfunktion U gilt, dass der
Erwartungswert beziiglich dem Hamiltonoperator H
immer grosser oder gleich der Grundzustandsenergie ist:

<\Ij’ H ‘\Il> 2 E ground

Bedingung an Versuchswellenfunktion WU:

U(z) — 0 fir v — o0

Entspricht der Erwartungswert der Grundzustandsener-
gie, so handelt es sich bei ¥ um die Grundzustands-
wellenfunktion.

Falls ¥ nicht normiert ist benutzt man folgende Glei-
chung:

(V| H|7)

E roun
(W|w) = eround
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Die Wellenfunktion ¥ wird von Aeinem Parameter b
abhangen. Das Minimum von (¥| H |¥) findet man mit

A4 (| H|v)

TR

Setzt man nun das neu gefundene b wieder in
(V[ H |¥)

(W] w) , _
Wert, welcher im optimalen Fall genau der Grundzu-
standsenergie F gound €ntspricht.

Zeitentwicklung Erwartungswert

ein, so erhalt man den gesuchten minimalen

Erhaltungsgrosse

(A) =0 = A ist eine Erhaltungsgrosse

&)~

Zeitentwicklung des Impulsoperator p,

dV (z)

dz

(= (H2)

Wenn k Losungen der zeitunabhangigen Schrodinger-
gleichung genau denselben Eigenwert besitzen, dann
spricht man von einer k-fachen Entartung des betroffe-
nen Zustands.
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Satz uiber entartete Zustiande

Sind ¥, uAnd W, Eigenfunktionen des Hamilton-
Operators H zum selben Eigenwert £ = FE; = E»,
dann ist eine beliebige Linearkombination

U = 01\111 + 02\112

auch eine Eigenfunktion von H zum selben Eigenwert
E

Entartung bei Wasserstoffatom

Sei n die Hauptquantenzahl. Die Entartung betragt n°.

Allgemeiner Drehimpuls J

Eigenwertgleichungen

1
J=0,-1
727

M=—J—J+1,...,]

3
J2U = R2J(J + 1), T

T 0 = hM 5y

Drehimpuls-Leiteroperatoren

-

J =T, —iJ,
J.—J
2

Jp = J, +1iJ,
I Ay -
:Jx ++ y:

2

Matrixdarstellung Drehimpulsoperatoren

e Wahle als Basis die Eigenfunktionen W, von
J? und J, in Dirac’scher Notation |J, M)

e Beachte, dass die Eigenfunktionen orthonor-
miert sind: (J, M|J', M') 87.0:00 0. Hier

Stehen J, M, J', M’ fiir konkrete Quantenzahlen
zweier Eigenfunktionen.

1
Beispiel: fiir J = 3 kann M nur die Werte

1
M = :|:§ annehmen. Wir wahlen also die Basis-

funktionen
11 def 1 1 def
—_ - = d —_ —— =
505 Ela) wnd |, —2) 1)

Die Eigenwertgleichungen des allgemeinen Dre-
himpulses ergeben sich dann zu

LU = J.|J, M) = hM | J, M)
J2 0y = J2|J, M) = B2J(J + 1) |J, M)

Matrixelemente von .J2 und jx s.0.

(J', M'|J.|J, MYy = hM (J', M'|J, M) = EiM& 0 ;6
(J', M'|J?|J, M) = B2J(J + 1) 500 a1

Matrixelemente von J,, J_ berechnen:

(J', M| Jo|J, M) = i/ J(J+1) — M(M +1)5 .
(J', M| J_|J, M) = i/J(J + 1) = M(M — 1)é

~

Ju, J, aus Jy, J_ bestimmen.

Vertauschungsrelationenen
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Spin-Drehimpuls S 3

Spin -
P 9
0 V3 0 0
rlv3 0 2 0
Jx=§
0 2 0 V3
R0 1 10 —t il O
Se =5 Sy=15 S.=35 0 0 V3 0
10 i 0 0 —1
0 —iv3 0 0
nlivda 0 =2 0
Jy:§
. 0 2 0 —iV3
Alle Operatoren haben die Eigenwerte +—.
P ¢ 2 010 0 0 i3 0
h
Jp=—
vt o! 300 0
010 rlo1 0 o
Jz:§
Eigenvektoren 0 —i 0 00 -1 0
Jy, = f 0
v |t -t 00 0 =3
h h V2
) ) 0 i 0
S, L(l 17T Lu -7
m. \/@) | \/ZQ) | Lol All in: Spi Matri defini
N 1 . 1 . gemein: oSpin s atrizen defrinieren
Sy W(LOT W(L—l)T L=hlo 0 o0
. . . Fiir Spin s erhalten wir eine (2s+1) x (2s+ 1) Matrix.
S (1,0) (0,1) 00 -1 Die erweiterten Paulimatrizen sind dann wie folgt defi-
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niert:
(s,715:1s,1) j
(02); s <0

Cs(s+1) =0 — 1)6j

(Ul')]l 28
N \/s(s +1) =5+ 1)0;-1

2s
s(s+1) —7(j — 1)dju41
(Uy)ﬂ = \/ 218 2t
B Vs(s+1) =4+ 1)d,-1

21s

Wobei j,l € {—s,—s+1,....,s —1,s}

Die Spin-s-Matrizen erhalt man durch multiplizieren der
Paulimatrizen mit 7 - s.

Vertauschungsrelationen

8.5, — 5,8, — ind.
8,9 — 8.8, — ihS,
8.8, — 5.9, — ind,

h

= 50'z

L,
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Bahndrehimpuls [und [*

[ = (1), 1) =
w(o22) (2 2)
(v -o5;))
P=2+12+ 10

Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten

~

l, =1ih (sin gp% + cot 6 cos gp%)

~

: 0 .0
l, =ih (— Cos g + cot f sin @%)
. 0
lz——lh%
oo (L0 (g2, L P
F=-h (meae Sinb55 ) a0 0,7

Vertauschungsrelationenen

Unscharfe des Bahndrehimpuls

Es ist unmoglich mehr als eine Komponente von [ exakt
zu bestimmen:

= - [(0.)

11 ~ .
ALAL = 2 |((L 1))

1
2

1% und I; kommutieren hingegen und kdnnen daher
gleichzeitig bestimmt werden

Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunkt.

Y™ :[0,7] x [0,27] = C
Y™ (0, 0) = hmY;™(0, ¢
PY™(0,0) = BL1L+ 1)V (60,

)
)

I Kernspin (ein Kernteilchen)

s Elektronenspin

I Bahndrehimpuls eines Elektrons

5§+ f:j Drehimpuls eines Elektrons

L= : Gesamtdrehimpuls eines Atoms o. Mo-

lekiils

J=L+8 Gesamtdrehimpuls ohne Kernspin
I = Z [, Gesamtdrehimpuls im Kern
F=T+J Gesamtdrehimpuls
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Relation ge- / ungekoppelte Basisfunkt.

|‘]7M> = Z C(jl)m17j2)m27J7M> |j17m11j2;m3>

ml,m?2
wobei ¢(j1, my, jo, ma, J, M) der Clebsch-Gordan Ko-
effizient ist.

Magnetische Quantenzahlen

fiir die magnetische Quantenzahl m; gilt:

my € {-1l,...,—1,0,1,...,1} wobei [ die Neben-
quantenzahl ist, also die Form des Orbitals angibt:
s Schale [ =0 |pSchale (=1
d Schale [ =2 | f Schale [ =3
g Schale [ =4

Die Hauptquantenzahl n gibt die Schale an. Beispiel:
n=2 —= [=0,1

Beispiel: Quantenzahl finden

(15)2(25)* (2p)°

Da wir hier nur nichtvolle Schalen betrachen miissen
wird nur das Elektron in der 2p Schale angeschaut:
l=1=L=1

s=41/2= 85 =+1/2

= J1=3/2, J,=1/2

Auffiillreihenfolge

15%25%2p%3523p24523d04p°5524d"5p%65% . . .
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Rotational Degeneracy

da FE; nicht von M abhiangt und M €
{—J,...,—1,0,1,...,1} ist die Entartung g = 2J + 1
L1 -
Kugelflachenfunktionen
L0 1
LY = *m% Vir =0 =0y
LYY= ih’2 (7 3 sin e "’) =—ihi (7y/ 3 sin 196“") =hY!
dp T 8
7] 3
0 _ .9 . _ _ 0
L, Y= zhatp( 47r(,0519 0 0Y;
i ome 19} 3 —ip _ . 3 = —ip _ —1
L, ¥ = 71h% 5, Sin e = —ih (=) | 4/ g5 sin e = —=hY;
1 Y= —z'ﬁi ( L sin? 19(’2’*’) =—ih2 (\/ 15 sin? ﬂCZi“’) =9RYs
% 327 327
LY} = 71',711 (7 E sin v cos 1963’“") =—ifhi (7'/ 1 sin v cos 196’“") =hY,
dp T 8
LY? = —inl \ 2 (3cos®¥—1)] =0 =0Yy
=02 o 167 2
2 E 3
Ly Yyt 71',)‘12 ( 1—0 sin cosﬂe’i”) = —ih (1) (\/ l—osin 19003196’1‘") =—hY;"'
dp T 87
L; ¥rt= —i}LLi (‘/ 15 sin? 196_2“’) = —ih (—2) (‘/ 1—Ssinz 19(%_2“‘) =—2hY;?
dp 327 327

Orthogonalitdt der Kugelflachenfunktion;

m (U, p)dS2

/ m(0 ) Y1
//

- 6ll’ mm/

Atomorbitalmodell

Aus der Schrodingergleichung

l’m’ (19 QO) sin 9 dd dg@

H‘I]n,l,m = En\Ijn,l,m

folgt, dass jeder Energieeigenwert zur Hauptquanten-
zahl n 2/ + 1-fach Entartet ist:

Schale n | Orbitaltyp m B e
K 1 0 1s 0 T2 ol 2
L 2 0 2 0 172 1 o
1 2p -1 0 +1 +1/2 6 '
M 3 0 3 0 V) 2
1 3p 10 +l V) 6 18
9, 3d 2 -10 +142 12 10
N 4 0 4s 0 12 2
1 4p L0+l 12 6 -
2 4d 2 -1 0 +142 12 10
3 4Af 32 -1 0 +l 4243 12 14

Statistische Physik

Thermischer Mittelwert

N Z (\Ilna A\Ijn)wn Z Enwn
(A) = & =~ &m
> n Wn > o Wn
Q, e~ Fn/(ksT)
mit w,, =

S, Qe B/ (kpT)
und €2,, geom. Vielfachheit des Eigenw. F,

Klassisches Sytem

> S Wn nooe [ f(p:@)dw(p, q)

= > W S dw(p,q)
—H(q,p)

mit dw(q,p) = e *87T ((j,ﬁ)chdeﬁ
1\ 1

und p(q,p) = (71) Il
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Zeitlicher Mittelwert

T

1
T = lim — [ z(¢t)dt

T—00 T

Gauss-Verteilung

B

2

Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeit, dass dich ein Teilchen im Zu-
stand (P, ¢) befindet ist

dW(x) = e Ple=w0)* 24y

_ Ho(#,9)
. e kpT
dw(p, q) = Ho (7,0
[dre *BT
d*qd?
wobei d7 die Messgrosse ist mittels d7 = ﬂ und
(2mh)3
dN
N dw(p, q)

mit dN : Anz. Teilchen im d7 undN: gesamte Anz.
Teilchen

Maxwellsche Geschw. Vertelil.

Die Maxwellverteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dass der Geschwindigkeitsbetrag eines freien Atoms in
einem freien Gas zur Temperatur T zwischen v und
v+ dv liegt.
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dW (v) mo _me?
— e 2kpT
dv 2rkgT
m 3/2 7n’u2
dW (v) = 4r (27Tk‘BT) e 25Ty dy
Beispiel: Geschw. Verteil. in 3D

<U> _ fooo 1}26 QkBTUdU _ ]CBT8
muQ mﬂ-

00 __muvZ
fO v2e 28T du

Die Entropie des Systems ist gegeben als:

S(T,V,N) = kga%(Tln(Z(T, V,N)))
—kpIn(N1) + kN In(Z(T,V, 1))

)
+ kpTN 5= n(Z(T,V,1))

e unterschiedl. Gases:

A = S(T, Nl,V) +S(T,N2,V)
_S(T7N1a‘/1) - S(T7N2a‘/2) >0

bei untersch. Gasen andert sich die Dichte nach
dem Mischvorgang!

e gleiche Gases:

A= S(T7 N7 V)_S(T7 Nla‘/l)_S<T> N27‘/2) =0

Spezifische Warme

0*F
or?

0 (E)
oT
pro Teilchen: teile durch N
pro Masse: Teile durch m

Thermisches Gleichgewicht

Im thermischen Gleichgewicht bei einer Temperatur T’
hat jeder Freiheitsgrad im Mittel die gleiche Energie:

Cy =

1
—kgT

(E) =

3
I=NIn mkgT \2 V 3
N=NInN Nkgln (( 27;;2 ) N) + N§k§ijr Teilchen mit &k Freiheitsgraden gilt:
k

Beipsiel: Mischvorgang Zweikammersystem

Zwei getrennte Kammern mit gleicher Dlchte
N N
=2 und gleicher Temperatur werden ge-
i W,
mischt.

Esgilt V=Vi+Vound N =N; + N,

Der Freiheitsgrad wird bestimmt durch die Anzahl al-
ler Variablen, welche quadratisch in den Hamiltonian
eingehen.
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Beispiel: Energie des Gases:
E = 1va = 1m(v2 + 02 +v?)
2 2 xX Yy z

— 3 Freiheitsgr. je Atom kommen als Quadrat vor

" . . Mittlere kinetische Energie: (Ey;,) = —kgT
Mittlere Energie eines Gases 2

Ein Gas wird aus vielen harmonischen Oszillatoren
modelliert. Dabei lautet der Hamiltonian eines harmo-
nischen Oszillators

‘Q
D mw’ _,
H=—
om 2 ¢
Ohne potentieller Energie:
1
—kgT
9 B
Mit potentieller Energie:
lkgT

_i:12m

+ magz;

-3
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Beispiel: Ideales Gas im Schwerefeld

N -2
Hamiltonian: H = Z <§Z - ngi)
m
i=1

3

kgT
mg

Mittlere Hohe der Teilchen: =

(2)

Mittlere Potentielle Energie: (E,,) = kgT

Zustandssumme

Z(T,V,N)
B 1
N1(2rh)3N

N
_ L / Cedp @i/ enr)
M\ @rh)p

/d3qu3Np€H((f,ﬁ’)/(kBT)

Die Zustandssumme fiir N unabhangige Teilchen lau-
tet:

1

=Z(T,V,N = 1)V

Zustandssumme fiir ideales Gas (1 Teilchen)

47V >, UL

Z(T,V,N =1) =

N -In(N)

F(T,V,N) = —kgTIn(Z(T,V, N)) In(N!) ~

H{([p], [4) ZHO i )

Totale Energie

5,
E— 2
(E) = kT oT

In Z Qne_E”/kBT

Freie Energie <+ Totale Energie
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Mathematik Appendix

Kreuzprodukt
ai by azbs — azby
axb= gy | x| b azby — a1bs
as b3 a1by — asby

Bra-Ket Notation

Skalarprodukt

1. Bilinearitat:
(i) x4y 2) =(2,2) + (y,2)
(i) (@, y+2) =(2,9) + (2, 2)
(i) (@, Ay) = Mz, y) = (Az,y)
2. Symmetrie:
(i) (2, y) = (y, )
3. Positive Definitheit:
(i) (z,z) >0
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Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Sei die Matrix A € R™*" gegeben

2. Nullstellen des folgenden charakteristischen Poly-
noms sind die Eigenwerte von A:

det(A—\,) =0 AER, I, € R™"

I, ist dabei die n x n-Einheitsmatrix

3. Lose das folgende Gleichungssystem fiir alle Ei-
genwerte A\ von A:

(A=X,)-v=0
v ist dabei der Eigenvektor zum Eigenwert A

Spezialfall: Diagonalmatrizen

Eigenwerte: Bei Diagonalmatrizen sind die Eigen-
werte die Eintrage in der Diagonale

Eigenvektoren: Eigenvektoren einer Diagonalmatrix
sind die kanonischen Einheitsvektoren (fiir eine 2 x 2-

Matrix wiren dies v; = (1,0)” und vy = (0,1)")
Fir z € C gilt:
2| =Vz-Z

Stirling’sche Approximation

In(N!) = N - In(N)

Partielle Integration
[ s

= f(b) - g(b) —

/ fla
Integration durch Substitution

1. Aufstellen der Substitutionsgleichung

du , du
ar =9 T

u=g(z) =

Wichtig: Der Term ¢'(x) muss sich nach der
Substitution wegkiirzen, da sich ansonsten von
x und u abhangige Terme im Integral befinden.
Deshalb ist in vielen Fallen folgendes empfehlens-
werter:

d
o _ h'(u) dx=h(u)du

x = h(u) T

2. Durchfiihren der Substitution

/f(x)dx:/gp(u)du

Wenn man bei bestimmten Integralen die Gren-
zen mitsubstituiert entfallt die Riicksubstituion!

3. Berechnung des neuen Integrals

4. Ricksubstitution

/ f()de = / o(u)du = (u) = $(g(x)) = F(x)
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Integraltransformationen

Polarkoordinaten

xr=rcose y=rsing r=+/x2+y>

dA =rdrde ¢ €[0,27]
Kugelkoordinaten

r=rcospsing y=rsinpsinf z=rcosf
dV = r?sinfdrdedd ¢ € [0,27] 6 € [0, 7]

Zylinderkoordinaten

T=7rcosp y=rsing z=2z

dV =rdrdedz ¢ €0, 27]

(z—a)

f sin(z—a) zdx a f sin(z—a) dx f sin(z—a) (I o
Q

(@—a)
a f sin(z—a) dz g sin(z’) (l‘/)dl‘

Subst. *'=x—a Q (@—a) )

= : + —
f sin(x—a) dx f sin(x )d.'l?
Q Q

- - + -
f sin(z—a) dz f s1n(i—a) dz f sin(z—a) dx
Q Q Q

(z—a) ()

=a+0 falls Q = [—¢,¢|, da sin eine ung. Fun. ist

ntegral ungerader Funktionen

\85%\\

|
8

Sei f(z) eine ungerade Funktion (f(—xz) =

— /f(a:)dx =0

—f(x))
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Komplex-konjugiertes Integral Hyperbolische Funktionen

/Qf(x)d:cz/ﬂmdx

Wichtige Einheiten

leV 1.6-107197

1J 0.625 - 10eV

Lfermi 10 %m

Gaussintegrale

e}

e Ay = ﬁ
Vva

83

2
ze ' dz =0

2
22 dr =

2
z"e " dx

{1.3.....(22'1).\/77
1!

\Eislg\l\'\

0

falls n = 2¢

Qi+l itl/2

5 ot falls n =2¢+ 1

) T
e de = 4/ =
b

2

3.2
xe P dr =0

NG

SR

1.2
26 bwdx:

8

sinh

e —e
h
sinh(z) 5
sinh(z) = —sinh(—z2)
sinh(z) = sinh(z + 277)
% sinh(z) = cosh(z)
plot sinh(x) XxX==-2xto2nm
lot:
100
50
2 4 6
-50
-100
cosh
cosh(z) = ¢ 4_26_
cosh(z) = cosh(—z)
cosh(z) = cosh(z + 27i)
9 cosh(z) = sinh(z)
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plot

lot:

cosh(x) b's

-2nto2nm

250 F
200 F
150
100 f
50 F
2 4 5
tanh
tanh(z) 1+ 2
anh(z) = -1+ ———
1+4+e22
9 tanh(z) = 1 — tanh?(2)
0z
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plot tanh(x) x==-2nto2nm

lot:

mit ¢ Ladung und F(Z) Kraft

Kraft — Potential

F(Z) = —VU(2)
mit F(Z) Kraftfeld und U(Z) Potentialfeld
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