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Energie

Quantisierung der Energie des Lichts

Jedes Photon hat die Energie

E = hν ν =
c

λ

Dispersionsrelation

k =
ω

c

Wellennatur der Materie nach De Broglie

Impuls: p =
h

λ

Kreisfrequenz: ω = 2πν =
E

~
=
mc2

~
mit ~ =

h

2π

Definition Wellenfunktion

Eine Wellenfunktion sollte

• single-valued sein, d.h. jeder Wert aus der Defi-
nitionsmenge wird auf genau einen Wert in der
Bildmenge abgebildet

• square-integrable sein, d.h.

∫ ∞
−∞
|ψ(x)|2 dx <

∞,

• stetig sein

• differenzierbar sein (nicht aber stetig-
differenzierbar)

Bornsches Postulat

Nach Bornschem Postulat muss die Wellenfunktion nor-
mierbar sein, d.h. folgende Bedingung muss erfüllt sein

lim
x→∞

Ψ(x) = 0

Operatoren

Hermitescher Operator

AT = A (kompl. konj.) ⇐⇒ A ist hermitesch

Für einen hermiteschen Operator Â gilt

〈ϕ|ÂΨ〉 = 〈Âϕ|Ψ〉

Eigenwerte Die Eigenwerte hermitescher Operatoren
sind immer reell

Matrixdarstellung

Amn =

∫ ∞
−∞

Ψ∗nÂΨmdx = 〈n|Â|m〉

Ψn,Ψm sind Eigenfunktionen, welche einen Hilber-
traum aufspannen. Diese Funktionen sind orthogonal
und daher ist A eine Diagonalmatrix mit ihren Eigen-
werten als Diagonalelemente

Pauli-Matrizen

σx =

0 1

1 0

 σy =

0 −i

i 0

 σz =

1 0

0 −1



Die Pauli-Matrizen sind hermitesch.

Kommutator

[A,B]
Def.
= AB −BA

Kommutierende Operatoren

[A,B] = 0 =⇒ Die Operatoren A,B kommutieren

Wenn A,B kommutieren, dann bedeutet dies, dass A
und B dieselben Eigenfunktionen haben. Zusätzlich ist
B eine Diagonalmatrix im Vektorraum welcher von den
Eigenfunktionen von A aufgespannt wird.

Weiter gilt, dass beide Grössen A,B gleichzeitig be-
stimmt werden können wenn sie kommutieren.
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Kommutator berechnen

Wende Kommutator auf eine Testfunktion Ψ an:

[Â, B̂]Ψ = ÂB̂Ψ− B̂ÂΨ = µΨ =⇒ [Â, B̂] = µ

Zeitabhängige Schrödingergl.

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = ĤΨ(x, t)

Ansatz um zeitun. Schrö. zu finden

Verwende Separationsansatz Ψ(~x, t) = T (t)P (~x), set-
ze in zeitabh. Schrödingergleichung ein und erhalte zei-
tunabh. Schrödingergleichung:

i~
∂

∂t
T (t) =

(. . . )

P (~x)
= ET (t)

=⇒ (. . . )

P (~x)
= E (zeitun. Schrödingergl.)

Zeitunabhängige Schrödingergl.

ĤΨn(x) = EnΨn(x)

Eigenwerte und Eigenfunktionen

Â ist eine Matrix =⇒ Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen (Eigenvektoren) wie üblich berechnen

Â ist ein Operator =⇒ Wende Operator auf Ψ an
und erhalte Eigenwerte k:

ÂΨ = kΨ

Wichtige Operatoren

Ortsoperator x̂ = x

Impulsoperator p̂ = −i~∇ 1D
= p̂x = −i~

∂

∂x

Paritätsoperator P̂Ψ(x) = Ψ(−x) hermitesch

Coulomb-Potential

q ·Q
4πε0r

q: Ladung Teilchen 1

Q : Ladung Teilchen 2

r: Abstand zwischen den beiden Teilchen

Korrespondenzprinzip

• Definiere klassische Energie des Systems anhand
der Ortskoordinaten xi und der Impulskoordina-
ten pi

• Ersetze xi und pi durch die Operatoren x̂i = xi

und p̂i = −i~
∂

∂xi

• Stelle die Schrödingergleichung ĤΨ = EΨ auf

Wichtige Hamiltonoperatoren

Freies Teilchen (1D)

Hamiltonoperator:

Ĥ(x̂) =
−~2

2m

∂2

∂x2

Teilchen im Kasten (1D)

Hamiltonoperator: (Teilchen befindet sich in einem
eindimensionalen Kasten der Länge L)

Ĥ = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

mit V (x) =

{
0 wenn 0 < x < L

∞ sonst

Randbedingungen : Ψ(x) = 0 für x < 0 und x > L

Eigenfunktion:

Ψn(x) =


√

2

L
sin(

nπx

L
) wenn 0 < x < L

0 sonst

Eigenwerte:

En =
~2n2π2

2mL2
=

h2n2

8mL2

Teilchen mit Potentialwand V0 →∞ (1D)

Potential V (x):

V (x) =

{
0 x < 0 (Bereich A)

∞ x ≥ 0 (Bereich B)
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Wellenfunktionen in den einzelnen Bereichen:

ΨA(x) = Aeikx +Be−ikx

Randbedingungen:

ΨA(0) = 0 =⇒ B = −A

Die ursprüngliche Welle ΨA wird nun in zwei Wellen
aufgeteilt:

• von links einlaufende Welle ΨA, links (x) = Aeikx

• von rechts reflektierte Welle ΨA, rechts (x) =
−Aeikx

Reflexionskoeffizienten

R =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2

Teilchen mit Potentialstufe V0 <∞ (1D)

Potential V (x):

V (x) =

{
0 x < 0( (Bereich A)

V0 x > 0 (Bereich B)

Hamiltonoperator:

Ĥx<0 = − ~2

2m

d2

dx2

Ĥx>0 = − ~2

2m

d2

dx2
+ V0

Fall 1: Energie E > V0

Ψx<0(x) = Aeikx +Be−ikx k =
√

2mE/~

Ψx>0(x) = A′eik′x +B′e−ik′x k′ =
√

2m(E − V0)/~

Von links einfallende Welle wird mit der Amplitude B
reflektiert. Dringt der andere Teil der Welle in den Be-
reich x > 0 ein, so wird die Welle nicht mehr reflektiert
=⇒ B′ = 0

Randbedingungen

ΨA(0) = ΨB(0)

d

dx
ΨA(0) =

d

dx
ΨB(0)

Fall 2: Energie E < V0

Ψx<0(x) = Aeirx +Be−irx r =
√

2mE/~

Ψx>0(x) = A′er
′x +B′e−r

′x r′ =
√

2m(V0 − E)/~

Im Bereich x > 0 wächst der erste Term für x → ∞
nach ∞ =⇒ A′ = 0

Teilchen im Kasten (2D)

Hamiltonoperator:

Ĥ = − ~2

2m
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
) + V (x, y)

mit V (x, y) =


0 wenn 0 ≤ x ≤ Lx

und 0 ≤ y ≤ Ly

∞ sonst

Eigenfunktion

Ψnx,ny(x, y) =
2√
LxLy

sin

(
nxπx

Lx

)
sin

(
nyπy

Ly

)

Eigenwerte (Achtung: Im Folgenden wird das
Plancksche Wirkungsquantum h und nicht das redu-
zierte PW ~ verwendet)

Enx,ny =
h2

8m

(
n2
x

L2
x

+
n2
y

L2
y

)

Für einen quadratischen Kasten mit L = Lx = Ly gilt:

Enx,ny =
h2

8mL2
(n2

x + n2
y)

Teilchen im Kasten (3D)

V (r) = 0

Hamiltonoperator:

Ĥ = − ~2

2m
∆ + V (r)

Eigenfunktion:

Ψ(x, y, z) =

=

√
8

LxLyLz
sin

(
nxπ

Lx
x

)
sin

(
nyπ

Ly
y

)
sin

(
nzπ

Lz
z

)

Eigenwerte:

E =
~2π2

2m

(
n2
x

L2
x

+
n2
y

L2
y

+
n2
z

L2
z

)
+ U0
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Ebene Welle

Die ebene Welle ist ein Teilchen im Kasten der unend-
lich gross ist und ein konstantes Potenzial hat.
Da der Kasten unendlich gross ist, fällt der Reflexions-
term weg.
Des Weiteren ist eine Normierung nicht einfach möglich
und auch wird der Faktor in der Exponentialfunktion ir-
gendwie gewählt (Abhängig von Periode der angenom-
menen Randbedingungen):
1D- ebene Welle ohne L

Ĥ = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x) mit V (x) = V0

Ψn(x) = eiknz wobei kn 3 N0

En =
h2n2

2m
+ V (x) (Potenzial Konstant)

Lösungsansatz mit Periodischen Randbedingun-
gen

Ĥ = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x) mit V (x) = V0

Ψn(x) = eiknz wobei kn =
nπ

L

En =
h2k2

2m
+ V (x) (Potenzial Konstant)

In anderer Notation (Zeitabhängig)

Ψ(x, t) = A0 sin
(

2πf
(x
c
− t
)

+ ϕ
)

Tunneleffekt

V (x) =


0 , x < 0

V , 0 ≤ x ≤ D

0 , x > D

Ĥ = − }2

2m

d2

dx2
+ V (x)

Eigenfunktionen:

ΨA(x) = Aeikx +Be−ikx

ΨB(x) = A′eik
′x +B′e−ik

′x

ΨC(x) = A′′eikx +B′′e−ikx

mit k =

√
2mE

}2
k′ =

√
2m(E − V )

}2
= iκ

Fall 1: D →∞ (Potentialstufe)
Da ΨB nicht unendlich werden darf, bleibt ΨB(x) =
A′e−κx. Damit folgt für die Wahrscheinlichkeit das
Teilchen bei x > 0 vorzufinden Ψ∗B(x)ΨB(x)dx =
A′2e−2κxdx (nimmt exponentiell ab!)

Fall 2: D <∞ (Potentialbarriere)

Randbedingungen:

ΨA(0)
!

= ΨB(0) ΨB(D)
!

= ΨC(D)

d

dx
ΨA(0)

!
=

d

dx
ΨB(0)

d

dx
ΨB(D)

!
=

d

dx
ΨC(D)

Da rechts der Barriere nichts reflektiert wird⇒ B′′ = 0
Es bleiben also 2 Unbekannte⇒ Drücke A als Funktion
von A′′

Tunnelwahrscheinlichkeit bzw. Transmissionsko-
effizient

PT =
|A′′|2

|A|2

Reflexionskoeffizient R =
|B|2

|A|2

H-Atom

Hamiltonoperator: (H-Atom besitzt nur ein Elek-
tron)

Ĥ =

Kin. En. Wasserstoff Nukleus︷ ︸︸ ︷
− ~2

2mH

∆H −

Kin. En. Elektron︷ ︸︸ ︷
~2

2me

∆e

− e2

4πε0 |xH − xe|︸ ︷︷ ︸
Coulomb-Pot. zwischen Nukl. und El.

Li+-Ion

Hamiltonoperator: (Li besitzt 3 Elektronen. Da
Li+-Ion (Kation) sind es nur noch 2)

Hamiltonoperator:

Ĥ =

Kin. En. Nukleus︷ ︸︸ ︷
− ~2

2mH

∆H −

Kin. En. beider Elektronen︷ ︸︸ ︷
~2

2me

(∆e1 + ∆e2)

− 3e2

4πε0

2∑
i=1

1

|xLi − xei|︸ ︷︷ ︸
Coulomb-Pot. zw. Nukl. und El.

+
e2

4πε0 |xe1 − xe2|︸ ︷︷ ︸
Coulomb-Pot. zw. den El.
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Allgemeine Formel für ein Atom A

Hamiltonoperator (Atom A, Ordnungszahl Z):

Ĥ =

Kin. En. Nukleus︷ ︸︸ ︷
− ~2

2mA

∆A −

Kin. En. aller Elektronen︷ ︸︸ ︷
~2

2me

∑
ei∈

Elektronen

∆ei

− Ze2

4πε0

∑
ei∈

Elektronen

1

|xLi − xei |︸ ︷︷ ︸
Coulomb-Pot. zw. Nukl. und allen El.

+
e2

4πε0

(Anz. El−1)∑
i=1

Anz. El.∑
j>i

1∣∣xei − xej
∣∣︸ ︷︷ ︸

Coulomb-Pot. zw. allen El.

Allgemeine Formel für ein Molekül

Hamiltonoperator:

Ĥ = −

Kin. En. aller Nuklei︷ ︸︸ ︷∑
Ni∈
Nuklei

~2

2mNi

∆Ni
−

Kin. En. aller Elektronen︷ ︸︸ ︷
~2

2me

∑
ei∈

Elektronen

∆ei

− e2

4πε0

∑
Ni∈
Nuklei

∑
ej∈

Elektronen

ZNi∣∣xNi
− xej

∣∣︸ ︷︷ ︸
Coulomb-Pot. zw. allen Nuklei und El.

+
e2

4πε0

(Anz. El−1)∑
i=1

Anz. El.∑
j>i

1∣∣xei − xej
∣∣︸ ︷︷ ︸

Coulomb-Pot. zw. allen Elektronen

+

(Anz. Nukl.−1)∑
i=1

Anz. Nukl.∑
j>i

ZNi
· ZNj

4πε0

∣∣xNi
− xNj

∣∣︸ ︷︷ ︸
Coulomb-Pot. zw. allen Nuklei

Harmonischer Oszillator (1D)

Hamiltonoperator:

Ĥ =

(
− ~2

2m

d2

dx2
+

1

2
kx2

)
= − ~2

2m

(
d2

dx2
− α2x2

)

α =

√
mk

~2
=

2πνm

~
=
ωm

~
, ν = ν osz =

1

2π

√
k

m

Eigenfunktion:

Ψv(x) = (α/π)1/4(2vv)−1/2Hv(
√
αx)e−αx

2/2

mit Hv(ψ) (Hermite-Polynome)

Eigenwert:

En = hν

(
n+

1

2

)
n = 0, 1, . . . (Vibrationsquantenzahl) ν =

1

2π

√
k

m

Harmonischer Oszillator (ND)

Hamiltonoperator:

Ĥ =

(
p̂2

2m
+

1

2
mω2r̂2

)
=

N∑
i=1

(
p̂2
i

2m
+

1

2
mω2x̂2

i

)

Eigenwerte:

En = ~ω(n+
N

2
)

Entartung:

gn =

 N + n− 1

n



Teilchen auf dem Ring

Hamiltonoperator : (Teilchen befindet sich auf dem
Ring x2 + y2 = R2)

Ĥ = − ~2

2mr2

d2

dϕ2
+ V (r)

mit V (r) =

{
0 wenn r = R

∞ wenn r 6= R

Eigenfunktion:

Ψn(ϕ) = A exp{inϕ}

Randbedingung für Ψn

Ψn(ϕ) = Ψn(ϕ+ 2π)

=⇒ n = 0,±1,±2, . . .

Eigenwerte:

En =
~2n2

2mR2

Jeder Eigenwert ist zweifach entartet, da sich das Teil-
chen entweder nach links oder nach rechts dreht
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Totale Energie im Zustand r

Er
total =

k∑
i=1

χi · Ei

Er
total : Totale Energie im Zustand r

r kann bspw. der Grundzustand
(r = r ground = 0, 1, je nach Wel-
lenfunnktion Ψ) oder der erste angeregte
Zustand (r = exc > r ground ) sein
(Bem.: ein angeregter Zustand bedeutet,
dass er grösser als der Grundzustand ist)

Ei: Energiezustand i

χi: Anzahl Spins im Energiezustand i

k: Index des höchsten Energiezustands, in
welchem sich der letzte Spin befindet

Anregungsenergie (“excitation energy”)

E exc = E exc
total − E

ground
total

Dichtefunktion

(Born’sche Interpretation der Wellenfunktion) Die
Dichtefunktion eines Elektrons das sich in den tiefsten
drei Eigenzuständen befindet ist gegeben durch

p(x, y, z) = |Ψ1,2,3|2

Dabei beschreibt p die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen
im infinitesimalen Volumen dV = dxdydz vorzufinden.

Erwartungswert

Der Erwartungswert des Operators Â im Zustand Ψ ist
definiert als

〈Ψ| Â |Ψ〉 = 〈Â〉 =

∞∫
−∞

Ψ∗ÂΨdx

∞∫
−∞

Ψ∗Ψdx

Ist Ψ normiert, so gilt

∫ ∞
−∞

Ψ∗Ψdx = 1

Summenform

Sei ψ =
∑
n

cnϕn ein normierter Zustand; dann gilt für

den Erwartungswert

〈Â〉 = 〈ψ| Â |ψ〉 =

∫
ψ∗Âψdτ

=
∑
n

∑
m

c∗ncm 〈ϕn| Â |ϕm〉

Superposition

Der Erwartungswert eines Zustands, welcher als Super-
position zweier Zustände gegeben ist kann direkt durch
die Wahrscheinlichkeitsamplituden berechnet werden:

Ψ = c1Ψ1 + c2Ψ2

=⇒ 〈Â〉Ψ = |c1|2 〈Â〉Ψ1 + |c2|2 〈Â〉Ψ2

Erwartungswert (radial)

〈Ψn| Â |Ψn〉 = 〈A〉 =

∞∫
0

Ψ∗nAΨnr
2dr

Heisenbergsche Unschärferelation

∆x∆px ≥
~
2

mit

∆x
Def.
=

√
〈x̂2〉 − 〈x̂〉2

∆px
Def.
=

√
〈p̂2
x〉 − 〈p̂x〉2

Variationsprinzip

Für eine normalisierte Wellenfunktion Ψ gilt, dass der
Erwartungswert bezüglich dem Hamiltonoperator Ĥ
immer grösser oder gleich der Grundzustandsenergie ist:

〈Ψ| Ĥ |Ψ〉 ≥ E ground

Bedingung an Versuchswellenfunktion Ψ:

Ψ(x)→ 0 für x→ ±∞

Entspricht der Erwartungswert der Grundzustandsener-
gie, so handelt es sich bei Ψ um die Grundzustands-
wellenfunktion.

Falls Ψ nicht normiert ist benutzt man folgende Glei-
chung:

〈Ψ| Ĥ |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

≥ E ground
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Die Wellenfunktion Ψ wird von einem Parameter b
abhängen. Das Minimum von 〈Ψ| Ĥ |Ψ〉 findet man mit

d

db

〈Ψ| Ĥ |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

!
= 0

Setzt man nun das neu gefundene b wieder in
〈Ψ| Ĥ |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

ein, so erhält man den gesuchten minimalen

Wert, welcher im optimalen Fall genau der Grundzu-
standsenergie E ground entspricht.

Zeitentwicklung Erwartungswert

d

dt
〈Â〉 =

i

~

〈
[Ĥ, Â]

〉

Erhaltungsgrösse

d

dt
〈Â〉 = 0 =⇒ Â ist eine Erhaltungsgrösse

Zeitentwicklung des Impulsoperator p̂x

d

dt
〈p̂x〉 = −

〈
dV (x)

dx

〉

Entartung

Wenn k Lösungen der zeitunabhängigen Schrödinger-
gleichung genau denselben Eigenwert besitzen, dann
spricht man von einer k-fachen Entartung des betroffe-
nen Zustands.

Satz über entartete Zustände

Sind Ψ1 und Ψ2 Eigenfunktionen des Hamilton-
Operators Ĥ zum selben Eigenwert E = E1 = E2,
dann ist eine beliebige Linearkombination

Ψ = c1Ψ1 ± c2Ψ2

auch eine Eigenfunktion von Ĥ zum selben Eigenwert
E

Entartung bei Wasserstoffatom

Sei n die Hauptquantenzahl. Die Entartung beträgt n2.

Allgemeiner Drehimpuls ~J

Eigenwertgleichungen

~J2ΨJM = ~2J(J + 1)ΨJM J = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . .

~JzΨJM = ~MΨJM M = −J,−J + 1, . . . , J

Drehimpuls-Leiteroperatoren

~J+ = ~Jx + i ~Jy ~J− = ~Jx − i ~Jy

=⇒ ~Jx =
~J+ + ~J−

2
~Jy =

~J+ − ~J−
2i

Matrixdarstellung Drehimpulsoperatoren

• Wähle als Basis die Eigenfunktionen ΨJ,M von

Ĵ2 und Ĵz in Dirac’scher Notation |J,M〉

• Beachte, dass die Eigenfunktionen orthonor-
miert sind: 〈J,M |J ′,M ′〉 = δJ,J ′δM,M ′ . Hier

Stehen J,M, J ′,M ′ für konkrete Quantenzahlen
zweier Eigenfunktionen.

Beispiel: für J =
1

2
, kann M nur die Werte

M = ±1

2
annehmen. Wir wählen also die Basis-

funktionen

|1
2
,
1

2
〉 def

= |α〉 und |1
2
,−1

2
〉 def

= |β〉

• Die Eigenwertgleichungen des allgemeinen Dre-
himpulses ergeben sich dann zu

ĴzΨJM = Ĵz |J,M〉 = }M |J,M〉
Ĵ2ΨJM = Ĵ2 |J,M〉 = }2J(J + 1) |J,M〉

• Matrixelemente von Ĵ2 und Ĵx s.O.

〈J ′,M ′|Ĵz|J,M〉 = }M 〈J ′,M ′|J,M〉 = }MδJ ′,JδM ′,M

〈J ′,M ′|Ĵ2|J,M〉 = }2J(J + 1)δJ,J ′δM ′,M

• Matrixelemente von Ĵ+, Ĵ− berechnen:

〈J ′,M ′|Ĵ+|J,M〉 = }
√
J(J + 1)−M(M + 1)δJ ′,JδM ′,M+1

〈J ′,M ′|Ĵ−|J,M〉 = }
√
J(J + 1)−M(M − 1)δJ ′,JδM ′,M−1

• Ĵx, Ĵy aus Ĵ+, Ĵ− bestimmen.

Vertauschungsrelationenen

[
~Jx, ~Jy

]
= −i~ ~Jz

[
~Jy, ~Jz

]
= −i~ ~Jx[

~Jz, ~Jx

]
= −i~ ~Jy
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Spin-Drehimpuls ~S

Spin
1

2

Sx =
~
2

0 1

1 0

 Sy =
~
2

0 −i

i 0

 Sz =
~
2

1 0

0 −1



Alle Operatoren haben die Eigenwerte ±~
2

.

Eigenvektoren

+
~
2

−~
2

Ŝx:
1√
(2)

(1, 1)T
1√
(2)

(1,−1)T

Ŝy:
1√
(2)

(1, i)T
1√
(2)

(1,−i)T

Ŝz: (1, 0)T (0, 1)T

Spin 1

Jx =
~√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0



Jy =
~√
2


0 −i 0

i 0 −i

0 i 0



Jz = ~


1 0 0

0 0 0

0 0 −1



Spin
3

2

Jx =
~
2



0
√

3 0 0

√
3 0 2 0

0 2 0
√

3

0 0
√

3 0



Jy =
~
2



0 −i
√

3 0 0

i
√

3 0 −2i 0

0 2i 0 −i
√

3

0 0 i
√

3 0



Jz =
~
2



3 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −3


.

Allgemein: Spin s Matrizen definieren

Für Spin s erhalten wir eine (2s+ 1)× (2s+ 1) Matrix.
Die erweiterten Paulimatrizen sind dann wie folgt defi-
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niert:

(σz)jl =
〈s, j|Sz|s, l〉

s~
=
j

s
δjl

(σx)jl =

√
s(s+ 1)− j(j − 1)δj,l+1

2s

+

√
s(s+ 1)− j(j + 1)δj,l−1

2s

(σy)jl =

√
s(s+ 1)− j(j − 1)δj,l+1

2is

−
√
s(s+ 1)− j(j + 1)δj,l−1

2is

Wobei j, l ∈ {−s,−s+ 1, ..., s− 1, s}

Die Spin-s-Matrizen erhält man durch multiplizieren der
Paulimatrizen mit ~ · s.

Vertauschungsrelationen

ŜxŜy − ŜyŜx = i~Ŝz
ŜyŜz − ŜzŜy = i~Ŝx
ŜzŜx − ŜxŜz = i~Ŝy

Kernspin ~I

Îx =
~
2
σx Iy =

~
2
σy Iz =

~
2
σz

Bahndrehimpuls ~l und ~l2

~̂
l = (l̂x, l̂y, l̂z) =(

i~
(
z
∂

∂y
− y ∂

∂z

)
, i~
(
x
∂

∂z
− z ∂

∂x

)
,

i~
(
y
∂

∂x
− x ∂

∂y

))

l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z

Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten

l̂x = i~
(

sinϕ
∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
l̂y = i~

(
− cosϕ

∂

∂θ
+ cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
l̂z = −i~

∂

∂θ

l̂2 = −~2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)

Vertauschungsrelationenen

[
l̂x, l̂y

]
= i~l̂z

[
l̂y, l̂z

]
= i~l̂x

[
l̂z, l̂x

]
= i~l̂y[

l̂2, l̂x

]
=
[
l̂2, l̂y

]
=
[
l̂2, l̂z

]
= 0

Unschärfe des Bahndrehimpuls

Es ist unmöglich mehr als eine Komponente von l exakt
zu bestimmen:

∆lx∆ly ≥
1

2

∣∣∣〈[l̂x, l̂y]〉∣∣∣ =
1

2

∣∣∣〈l̂z〉∣∣∣
l2 und li kommutieren hingegen und können daher
gleichzeitig bestimmt werden

Bahndrehimpuls und Kugelflächenfunkt.

Y m
l : [0, π]× [0, 2π]→ C

l̂zY
m
l (θ, ϕ) = ~mY m

l (θ, ϕ)

l̂2Y m
l (θ, ϕ) = ~2l(l + 1)Y m

l (θ, ϕ)

Drehimpuls Allgemein

~I Kernspin (ein Kernteilchen)

~s Elektronenspin

~l Bahndrehimpuls eines Elektrons

~s+~l = ~j Drehimpuls eines Elektrons

~L =
∑
i

~li Gesamtdrehimpuls eines Atoms o. Mo-
leküls

~J = ~L+ ~S Gesamtdrehimpuls ohne Kernspin

~I =
∑
i

~Ii Gesamtdrehimpuls im Kern

~F = ~I + ~J Gesamtdrehimpuls
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Relation ge- / ungekoppelte Basisfunkt.

|J,M〉 =
∑
m1,m2

c(j1,m1, j2,m2, J,M) |j1,m1, j2,m3〉

wobei c(j1,m1, j2,m2, J,M) der Clebsch-Gordan Ko-
effizient ist.

Magnetische Quantenzahlen

für die magnetische Quantenzahl ml gilt:
ml ∈ {−l, . . . ,−1, 0, 1, . . . , l} wobei l die Neben-
quantenzahl ist, also die Form des Orbitals angibt:

s Schale l = 0 p Schale l = 1

d Schale l = 2 f Schale l = 3

g Schale l = 4

Die Hauptquantenzahl n gibt die Schale an. Beispiel:
n = 2 =⇒ l = 0, 1

Beispiel: Quantenzahl finden

(1s)2(2s)2(2p)5

Da wir hier nur nichtvolle Schalen betrachen müssen
wird nur das Elektron in der 2p Schale angeschaut:
l = 1 ⇒ L = 1
s = ±1/2 ⇒ S = ±1/2
⇒ J1 = 3/2, J2 = 1/2

Auffüllreihenfolge

1s22s22p63s23p24s23d104p65s24d105p66s2 . . .

Rotational Degeneracy

da EJ nicht von M abhängt und M ∈
{−J, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 1} ist die Entartung g = 2J + 1

Kugelflächenfunktionen

Orthogonalität der Kugelflächenfunktionen

∫
Y ∗lm(ϑ, ϕ)Yl′m′(ϑ, ϕ)dΩ

=

∫ 2π

0

∫ π

0

Y ∗lm(ϑ, ϕ)Yl′m′(ϑ, ϕ) sinϑ dϑ dϕ

= δl l′ δmm′

Atomorbitalmodell

Aus der Schrödingergleichung

ĤΨn,l,m = EnΨn,l,m

folgt, dass jeder Energieeigenwert zur Hauptquanten-
zahl n 2l + 1-fach Entartet ist:

Statistische Physik

Thermischer Mittelwert

〈Â〉 =

∑
n(Ψn, ÂΨn)wn∑

nwn
=

∑
nEnωn∑
n ωn

mit wn =
Ωne

−En/(kBT )∑
k Ωke−Ek/(kBT )

und Ωn geom. Vielfachheit des Eigenw. En

Klassisches Sytem

〈f〉 =

∑
n fn · wn∑
nwn

n→∞
=

∫
f(p, q)dw(p, q)∫

dw(p, q)

mit dω(~q, ~p) = e
−H(~q,~p)

kBT ρ(~q, ~p)dN~qdN~p

und ρ(~q, ~p) =

(
1

h

)3N
1

N !
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Zeitlicher Mittelwert

x = lim
τ→∞

1

τ

τ∫
0

x(t)dt

Gauss-Verteilung

dW (x) =

√
β

2π
· e−β(x−x0)2/2dx

Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeit, dass dich ein Teilchen im Zu-
stand (~p, ~q) befindet ist

dω(~p, ~q) =
e
−H0(~p,~q)

kBT∫
dτe

−H0(~p,~q)
kBT

dτ

wobei dτ die Messgrösse ist mittels dτ =
d3qd3p

(2π})3
und

dN

N
= dω(~p, ~q)

mit dN : Anz. Teilchen im dτ undN : gesamte Anz.
Teilchen

Maxwellsche Geschw. Verteil.

Die Maxwellverteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dass der Geschwindigkeitsbetrag eines freien Atoms in
einem freien Gas zur Temperatur T zwischen v und
v + dv liegt.

Freies Gas 1D

dW (v)

dv
=

√
m

2πkBT
e
− mv2

2kBT

Freies Gas 3D

dW (v) = 4π

(
m

2πkBT

)3/2

· e−
mv2

2kBT v2dv

Beispiel: Geschw. Verteil. in 3D

〈v〉 =

∫∞
0
v2e
− mv2

2kBT vdv∫∞
0
v2e
− mv2

2kBT dv
=

√
kBT8

mπ

Entropie

Die Entropie des Systems ist gegeben als:

S(T, V,N) = kB
∂

∂T
(T ln(Z(T, V,N)))

= −kB ln(N !) + kBN ln(Z(T, V, 1))

+ kBTN
∂

∂T
ln(Z(T, V, 1))

N !≡N lnN
= NkB ln

((
mkBT

2π~2

) 3
2 V

N

)
+N

3

2
kB

Beipsiel: Mischvorgang Zweikammersystem

Zwei getrennte Kammern mit gleicher DIchte(
N1

V1

=
N2

V2

)
und gleicher Temperatur werden ge-

mischt.
Es gilt V = V1 + V2 und N = N1 +N2

• unterschiedl. Gases:

∆ = S(T,N1, V ) + S(T,N2, V )

−S(T,N1, V1)− S(T,N2, V2) > 0

bei untersch. Gasen ändert sich die Dichte nach
dem Mischvorgang!

• gleiche Gases:

∆ = S(T,N, V )−S(T,N1, V1)−S(T,N2, V2) = 0

Spezifische Wärme

CV =
∂ 〈E〉
∂T

= −T ∂
2F

∂T 2

pro Teilchen: teile durch N
pro Masse: Teile durch m

Thermisches Gleichgewicht

Im thermischen Gleichgewicht bei einer Temperatur T
hat jeder Freiheitsgrad im Mittel die gleiche Energie:

〈E〉 =
1

2
kBT

Mehrere Freiheitsgrade

Für Teilchen mit k Freiheitsgraden gilt:

〈E〉 =
k

2
kBT

Freiheitsgrade

Der Freiheitsgrad wird bestimmt durch die Anzahl al-
ler Variablen, welche quadratisch in den Hamiltonian
eingehen.
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Beispiel: Energie des Gases:

E =
1

2
mv2 =

1

2
m(v2

x + v2
y + v2

z)

=⇒ 3 Freiheitsgr. je Atom kommen als Quadrat vor

Mittlere Energie eines Gases

Ein Gas wird aus vielen harmonischen Oszillatoren
modelliert. Dabei lautet der Hamiltonian eines harmo-
nischen Oszillators

H =
~p2

2m
+
mω2

2
~q2

Mittlere Energie pro Teilchen und Freiheitsgrad

Ohne potentieller Energie:

1

2
kBT

Mit potentieller Energie:

lkBT

N harmonische Oszillatoren

H =
N∑
i=1

~p2
i

2m
+
mω2

2
~q2
i

Ideales Gas im Schwerefeld

H =
N∑
i=1

~p2
i

2m
+mgzi

Beispiel: Ideales Gas im Schwerefeld

Hamiltonian: Ĥ =
N∑
i=1

(
~pi

2

2m
+mgzi

)

Mittlere kinetische Energie: 〈Ekin〉 =
3

2
kBT

Mittlere Höhe der Teilchen: 〈z〉 =
kBT

mg

Mittlere Potentielle Energie: 〈Epot〉 = kBT

Zustandssumme

Z(T, V,N)

=
1

N !(2π~)3N

∫
d3Nqd3Npe−H(~q,~p)/(kBT )

=
1

N !

(∫
d3qd3p

(2π~)3
e−H0(~q,~p)/(kBT )

)N

Zustandssumme für unabh. Teilchen

Die Zustandssumme für N unabhängige Teilchen lau-
tet:

Z(T, V,N) = Z(T, V,N = 1)N · 1

N !

Zustandssumme für ideales Gas (1 Teilchen)

Z(T, V,N = 1) =
4πV

(2π~)2

∫ ∞
0

p2e
− p2

2mkBT dp

Freie Energie

F (T, V,N) = −kBT ln(Z(T, V,N)) ln(N !) ≈ N · ln(N)

Freie En. ideales Gas mit N Teilchen

H([~p], [~q]) =
N∑
i=1

H0(~pi, ~qi)

Totale Energie

〈E〉 = kBT
2 ∂

∂T

[
ln
∑
n

Ωne
−En/kBT

]

Freie Energie ↔ Totale Energie

〈E〉 = F − T ∂F
∂T

Druck

P = −∂F
∂V

=
NkBT

V
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Mathematik Appendix

Kreuzprodukt

~a×~b =


a1

a2

a3

×

b1

b2

b3

 =


a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1


Bra-Ket Notation

〈v| = (v∗1, . . . , v
∗
n) |v〉 =


v1

...

vn


Skalarprodukt

1. Bilinearität:

(i) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉
(ii) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉

(iii) 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉

2. Symmetrie:

(i) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

3. Positive Definitheit:

(i) 〈x, x〉 ≥ 0

(ii) 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0

Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Sei die Matrix A ∈ Rn×n gegeben

2. Nullstellen des folgenden charakteristischen Poly-
noms sind die Eigenwerte von A:

det(A− λIn)
!
= 0 λ ∈ R, In ∈ Rn×n

In ist dabei die n× n-Einheitsmatrix

3. Löse das folgende Gleichungssystem für alle Ei-
genwerte λ von A:

(A− λIn) · v = 0

~v ist dabei der Eigenvektor zum Eigenwert λ

Spezialfall: Diagonalmatrizen

Eigenwerte: Bei Diagonalmatrizen sind die Eigen-
werte die Einträge in der Diagonale

Eigenvektoren: Eigenvektoren einer Diagonalmatrix
sind die kanonischen Einheitsvektoren (für eine 2 × 2-
Matrix wären dies v1 = (1, 0)T und v2 = (0, 1)T )

Komplexes

Für z ∈ C gilt:

|z| =
√
z · z

Stirling’sche Approximation

ln(N !) ≈ N · ln(N)

Partielle Integration

∫ b

a

f ′(x) · g(x) dx

= f(b) · g(b)− f(a) · g(a)−
∫ b

a

f(x) · g′(x) dx .

Integration durch Substitution

1. Aufstellen der Substitutionsgleichung

u = g(x) =⇒ du

dx
= g′(x)⇐⇒ dx =

du

g′(x)

Wichtig: Der Term g′(x) muss sich nach der
Substitution wegkürzen, da sich ansonsten von
x und u abhängige Terme im Integral befinden.
Deshalb ist in vielen Fällen folgendes empfehlens-
werter:

x = h(u)
dx

du
= h′(u) dx = h′(u)du

2. Durchführen der Substitution∫
f(x)dx =

∫
ϕ(u)du

Wenn man bei bestimmten Integralen die Gren-
zen mitsubstituiert entfällt die Rücksubstituion!

3. Berechnung des neuen Integrals∫
ϕ(u)du = φ(u) φ′(u) = ϕ(u)

4. Rücksubstitution∫
f(x)dx =

∫
ϕ(u)du = φ(u) = φ(g(x)) = F (x)
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Integraltransformationen

Polarkoordinaten

x = r cosϕ y = r sinϕ r =
√
x2 + y2

dA = rdrdϕ ϕ ∈ [0, 2π]

Kugelkoordinaten

x = r cosϕ sin θ y = r sinϕ sin θ z = r cos θ

dV = r2 sin θdrdϕdθ ϕ ∈ [0, 2π] θ ∈ [0, π]

Zylinderkoordinaten

x = r cosϕ y = r sinϕ z = z

dV = rdrdϕdz ϕ ∈ [0, 2π]

Integrale der Form

∫
. . .∫
. . .

∫
Ω

sin(x−a)
(x−a)

xdx∫
Ω

sin(x−a)
(x−a)

dx
=

a
∫
Ω

sin(x−a)
(x−a)

dx∫
Ω

sin(x−a)
(x−a)

dx
+

∫
Ω

sin(x−a)
(x−a)

(x− a)dx∫
Ω

sin(x−a)
(x−a)

dx

Subst. x′=x−a
=

a
∫
Ω

sin(x−a)
(x−a)

dx∫
Ω

sin(x−a)
(x−a)

dx
+

∫
Ω

sin(x′)
(x′)

(x′)dx∫
Ω

sin(x′)
(x′)

dx

= a+ 0 falls Ω = [−c, c], da sin eine ung. Fun. ist

Integral ungerader Funktionen

Sei f(x) eine ungerade Funktion (f(−x) = −f(x))

=⇒
c∫

−c

f(x)dx = 0

Komplex-konjugiertes Integral

∫
Ω

f(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx

Wichtige Einheiten

1eV 1.6 · 10−19J

1J 0.625 · 1019eV

1fermi 10−15m

Gaussintegrale

∫ ∞
−∞

e−ax
2

dx =

√
π√
a∫ ∞

−∞
xe−ax

2

dx = 0∫ ∞
−∞

x2e−ax
2

dx =
1

2

√
π

(a)3/2∫ ∞
0

xne−αx
2

dx

=


1 · 3 · · · · · (2i− 1) ·

√
π

2i+1 · αi+1/2
falls n = 2i

i!

2 · αi+1
falls n = 2i+ 1∫ ∞

−∞
e−bx

2

dx =

√
π

b∫ ∞
−∞

xe−bx
2

dx = 0∫ ∞
−∞

x2e−bx
2

dx =

√
π

2b3/2

Hyperbolische Funktionen

sinh

sinh(z) =
ez − e−z

2
sinh(z) = − sinh(−z)

sinh(z) = sinh(z + 2πi)

∂

∂z
sinh(z) = cosh(z)

cosh

cosh(z) =
ez + e−z

2
cosh(z) = cosh(−z)

cosh(z) = cosh(z + 2πi)

∂

∂z
cosh(z) = sinh(z)
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tanh

tanh(z) = −1 +
2

1 + e−2z

∂

∂z
tanh(z) = 1− tanh2(z)

Physik Appendix

Elektrisches Feld ↔ Kraft

~E(~x) =
~F (~x)

q

mit q Ladung und ~F (~x) Kraft

Kraft ↔ Potential

~F (~x) = −∇~U(~x)

mit ~F (~x) Kraftfeld und ~U(~x) Potentialfeld
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