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1 Komplexe Zahlen

1.1 Polardarstellung

(i) |=| = vRe(z)? + Im(2)?

(i) a = Arg(z)
(i) cos(a) = R|ez(|z)
(iv) sin(a) = IITZ(F)

(v) z=z| - (cos(a) +isin(a)) = |2| -

1.2 Winkel im Einheitskreis

1.3 n-te Wurzel
Die Gleichung

2" =w z,weC

besitzt genau n Losungen:

i® 4. 2km
z = Y/|w| enttn k=0,....,n—1

Beispiel Sei w =4 +1i-4v/3. Finde 2% = w.

lw| = /42 + (4V3)2 =8 = {/|w[=2
1 V3
cos(¢) = bR sin(¢) = 5

= 21 =29 zp=2e'% 2z3=2"9

1.3.1 Ansatz mit (a +ib)"

2t =w<<= w=(a+ib)"

Beispiel Sei z? + 3 + i4; dann folgt

22 =-3-i4
— (a+ib)?=-3-14
<= a® 4 2abi — b* = -3 — i4
—> Gleichungssystem:
a? - =-3
2ab = —4

1.4 Rechenregeln
(I) z1+ 22 = (mzl + xzz) +i- (y21 + yz2)
(”) 2122 = (x21 : :1722) — Yz Yz - (IZ1 Yz T T2y yzl)

(i) 21 + =721 +72

(vi) z= 12
(vii) Re(z) = Z;E
(ix) Im(z) = ZQ_ZE

(x) 2=z z€R

(xi) |,z|2 = |E|2 =2z

(xii) |21 - 22| = |21] - |22]
(xiii) |21 + 22| < |21] + |22
(xiv) |Re(2)| < |2|

(xv) [Tm(2)] < |2]



1.5 Volistandige Induktion

Gegeben ist eine Aussage A(n) n € N. Wir wollen

zeigen, dass A(n)V n > nyg gilt.
1. Induktionsverankerung: Uberpriife A(ng)
2. Induktionsannahme: Nehme an A(n) gilt

3. Induktionsschritt: Zeige A(n) = A(n+1)

1.5.1 Beispiel: Vollstandige Induktion

Zeige:

- 1
k= L"; ) n

3. Induktionsschritt:

n+1 w
Z k=Y k+(n+1)
f=1l k=1
(ind Ann.) @ +(n+1)
_ W%M QE.D
2 Folgen
2.1 Folge

Sei eine Menge X gegeben. Die Funktion f : N — X wird Folge
genannt.

Notation Es gilt: x,, = f(n), wobei (z,,) die Folge ist

2.2 Abstandsfunktion (Metrik)
Sei X eine beliebige Menge. Die Abbildung
d: X xX - R"

heisst Metrik auf X, wenn fiir beliebige Elemente z,y,z € X
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) d(z,y) > 0und d(z,y) =0 < = =y (Definitheit)
(ii) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie)
(i) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (Dreiecksungleichung)

2.3 Konvergenz

Die Folge (x,,) konvergiert gegen x falls

Veg > 0 dng € Nsodass Vn € Nyn > ng :

d(zy,x) <e
I . 1 .
Beispiel Zeige lim — konvergiert.
n—oo M
1
Veg dng e N: — <e
o
1 1
= Yn>ng: d(—,0)=|—
n n
1 1
_— — S _—
n o
= || < |—|<e Q.E.D
n ng

2.3.1 Praktische Regeln zu Grenzwerten

Die untenstehenden Regeln gelten wenn folgende Grenzwerte ex-
istieren
lim z, =x
n—oo

() lim (z, + yn)

n—oQ

lim Yn =Y
n—oo
= lim z, + lim y,

n—oo n—oo
(i) lm zp - yn=2-y

n—oo
. 1
(i) 2#0 = lim — ==z
n—00 I,

(iv) lim [r,| = |2

(V) -TnSiUn - xSy

(vi) lim a, = lim b, =2 und a, < ¢, < b,
n—oo n—oo
= lim ¢, = = (Sandwich-Kriterium)
n—oo

(vii) Sei f stetig = nli_{rgo flan) = f(=)



2.3.2 Tricks um Grenzwerte zu bestimmen

Grosste Potenz ausklammern Bei Briichen bestehend
aus Polynomen, klammere die grosste Potenz im Bruch im
Zahler sowie im Nenner aus:

o 4n? 42 . nf4+2) 4
lim - lim ———n*/ _ _~
n—oo 4 —5n2  nooo 77,2(i2 —5) 5
n _
Wourzeltrick Sind Wourzelterme vorhanden, so bilde

einen Bruch mit der Summe (falls Differenz) oder Dif-
ferenz (falls Summe) der Wurzelterme:

~ lim n+2—(n+3)
CnocoNn+24+n+3

Funktionen der Form ® Verwende exp und log um
den Grenzwert von Funktionen der Form z” zu bestim-

(VaF2- o TI)

o

lim
n— oo

men:
. 1 log(n) lim log(n)
lim n» =e~ » =en3e "
n—oo
(LHe)  lim —1
Erweiterte Multiplikationsregel Der Grenzw-
ert lirr}cf(x) g(x) darf aufgeteilt werden in
T—r

lim f(z) - lim g(z) wenn mindestens einer der bei-
z—k z—k

den Grenzwerte existiert.

Im folgenden sei lim f(z) = oo0,limg(z) = a;
rz—k z—k
dann gilt fiir lim f(z) - g(x):
z—k
a<0:00-a=-00
a>0:00-a=00

a=0: ©-0#0 = Siehe Grenzwerte der Form
lim x

o0 -0
<log(w) B 1)
T—00 T
lim (log(x)_l) =00-—1
r—>00 €T

lim z
xTr—r0o0

Beispiel:

Fortsetzung Tricks um Grenzwerte zu bestimmen

Grenzwerte der Form 0-cos(00),0-sin(co) cos, sin
sind beschrankt, daher ergeben Grenzwerte der Form
0 - sin(00), 0 - cos(co) immer 0

= 0-

Beispiel: lim z - sin(—) sin(co) = 0, da sin
x—0 e
beschrankt ist.

Grenzwerte der Form li](r)n f(x) -g(x) = 000
x—0,00
oder Eﬁn f(x) £g(x) =0+ 0

xz — oo: Sei lim f(z) - g(z) = 0-o0; dann konnen wir
T—r 00

. . 1 1
den Grenzwert umschreiben als }gr(l) f(;) g(;)

x — 0: Sei lin%) f(z) - g(z) = 0 - oco; dann kdnnen wir
z—

. . 1 1
den Grenzwert umschreiben als lim f(=)-g(=)
t—o0 t t
.. . . log(x) . log (1)
Beispiel: lim z* <= lim e* 8\ < lim e~ ¢
n—0+ n—0+ t—o0

Grenzwertdefinition von e

" 1
%Z(ﬁ—i—l)" neNn>0

1
e= lim (—+1)"

n—o00 N

Driton’sches Lemma Seien (f,,) und (g,) Folgen mit

lim (f,) = o0

Jim lim (g,) = —o0

n——oo

2.4 Beschranktheit

(z,) heisst beschrankt, falls

Je > 0sodass |z, <c¢ VneN

2.4.1 Monotonie
() heisst

xn+1
L

e monoton fallend < <1l Vn

Tn+1
Ln

e monoton wachsend <= >1 Vn

1
Monotonie eines Quotienten Sei f(z) = —; dann gilt:
x

g(x) ist eine monoton steigende (bzw. monoton fallende)
Funktion = f(z) ist eine monoton fallende (bzw. monoton
steigende) Funktion

Monotonie differenzierbarer reeller Funktionen Sei f eine
auf dem Intervall [a,b] stetige und auf (a,b) differenzierbare
Funktion; dann gilt:

f ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend)

d
= gf(r) ist nirgendwo negativ (bzw. nirgendwo positiv)

2.4.2 Satze zu Monotonie und Beschranktheit

x,, beschrankt

(zn,) konvergiert = (x,,) beschrankt
T,) unbeschrankt — (x,,) konvergiert nicht
(Tn) g

x,, monoton und beschrankt

(z,,) monoton und beschrankt = (x,,) konvergiert

2.5 Teilfolgen

Sei (z,,) eine Folge.
(xnk) mit g1 > Nk Vk e N

heisst Teilfolge von ().

2.5.1 Konvergenz
Sei © der Grenzwert von (z,,); dann gilt
(tn) — & = (zn,) — x V Teilfolgen

(n,) — a, (xn,) —> b,a #b = (x,,) konvergiert nicht

2.5.2 Folgen in R

Jede Folge in R hat eine monotone Teilfolge.



2.6 Haufungspunkt

x € X ist Haufungspunkt wenn gilt

(i) Ve YN € N3n € N,n > N so dass

d(xn,z) <e

(i) Be(x) enthilt unendlich viele Elemente der Folge (x,,)

(i) z ist Haufungspunkt von (z,) = 3 Teilfolge von ()
die gegen x konvergiert

n
n+1

Beispiel Bestimme die Haufungspunkt von sin(g—n~ Fal-

lungerscheidung:

iy
1. n)n= — si —_ .
(Tn)n=1,5,9,... Sm(2+27rk) p—
——

n ——> o0
—

=1

3T
2. (2p)n= = sin(— + 27k) -
(Tn)n=3711,... = sin( 5 T27 ) —r—

=—1

n——"> 00
s

3
3. ('rn)n=2,4,6,... = sin(g + 27T:l€) . = 0

n+1

— Ha3ufungspunkte von (z,) = {-1.0,1}

2.7 Cauchy-Folge

(zn,) ist eine Cauchy-Folge falls Ve > 03dng € N so dass
Vn,m € N,n > ng,m > ng gilt

d(xp, xm) < €

2.7.1 Satz zur Konvergenz

() konvergiert = (z,,) ist eine Cauchy-Folge

2.7.2 Konvergenz in vollstandigen Raumen

Fiir vollstdndige Rdume (z.B. R, C,R", nicht aber Q) gilt:

Alle Cauchy-Folgen konvergieren

3 Reihen

3.1 Folge der Partialsummen
Sei (ay,) eine Folge in C; dann ist

n

und (s,) ist die Folge von Partialsummen

oo
Notation E ap = lim s,
k—l n— 00

3.2 Konvergenz

(oo}
Zak konvergiert falls (s,,) konvergiert
k=1

3.3 Absolute Konvergenz

oo

oo
Zak konvergiert absolut falls Z |ak| konvergiert
k=1 k=1
3.4 Praktische Regeln
oo
1. Z ay, konvergiert = lim a; = 0 (ay ist eine Nullfolge)
P k—o0

o0
2. ay ist keine Nullfolge — Zak konvergiert nicht
k=1

M

o0 (o] o0
a, Z by, konvergieren —> Z(ak +by) = Z ap +
1 k=1 k=1 k=1

bi

el

b
Il
—

4, )\GC:i)\ak:/\iak
k=1 k=1

3.5 Wichtige Reihen
3.5.1 Alternierende Reihe

Sei aj, eine monoton fallende Folge; dann konvergiert

i(—l)kak

k=1

1
3.5.2 Reihe der Form P
Fiir ein s € Q gilt

i i konvergiert,
ks
k=1

falls s > 1

divergiert, falls s <1

s = 1 ist die harmonische Reihe.

3.5.3 Geometrische Reihe

Die geometrische Reihe konvergiert fiir |z| < 1:

= 1
ZZk:lfz

k=0

zeC

3.6 Konvergenzkriterien
3.6.1 Nulifolge

Sei Z by, eine Reihe, die auf Konvergenz gepriift werden sollte;

n=1
dann gilt:
o0
by, ist keine Nullfolge — Z b, konvergiert nicht
n=1

3.6.2 Majorantenkriterium

Sei b, € R™ und Z b, eine konvergente Reihe; dann gilt

n=1

Falls 3ng € N : Ja,| <b, Vn >ng
(oo}
= Z an konvergiert absolut
n=1



3.6.3 Minorantenkriterium

Sei b, € RT und an eine divergente Reihe; dann gilt

n=1

Falls 3ng e N: a, > b, >0 Vn > ng

- Zan divergiert
n=1

3.6.4 Leibnizkriterium

any1<an Vn

P N
(ay) ist eine positive, monoton fallende Nullfolge
—— ————

lim a,=0
n— oo

an€RT

oo
— Z(fl)”an konvergiert
n=1

3.6.5 Cauchy-Kriterium

Folgendes Kriterium gilt nur fiir vollstindige R3ume (z.B.

R, C,R", nicht aber Q):

n
Sp = Z aj konvergiert <= (s,) ist eine Cauchy-Folge
k=1

3.6.6 Quotientenkriterium

o
lg <1 = Zan konvergiert

n=1
An+1 o0

Qn

lim
n— o0

=4q

lg| >1 = Z a, divergiert
n=1

gl =1 = Keine Aussage moglich

3.6.7 Wurzelkriterium

lg) <1 = Zan konvergiert

n=1

1' . n — o0

I}lILS;;p \/m 1 lgl >1 = Za" divergiert
n=1

lgf =1 = Keine Aussage mdglich

3.6.8 Tipps: Konvergenz von Reihen

1 .
e Halte Ausschau nach — und indem man ver-

2
n n
sucht, im Zahler sowie im Nenner die grosste Potenz
auszuklammern.

1

e — - a,: Versuche a, abzuschatzen, sodass di-

n
vergierende Minorante wird
e Aufgabe 11 aus Blatt von Thomas

e Bei Fakultat und Potenzen meistens Quotientenkri-
terium verwenden

1 : 1
e sin(—) verhaltet sich wie — fiir n — oo
n n

3.6.9 Beispiel: Abschatzung einer Reihe

i k—Vk i C1-1/VEk
SRR SR (1 VRp
Es gilt hm — 1/\f
(1+ A+1/VE)?
Aus diesem Grunde wird folgende Behauptung aufgestellt:
Beh.: Jko s.d. VEk > ko : 1-1Vk > 1
L+ 1/VR? =2
1 1 2 1 1 2
Beweis: 1 — — > —(1+ — + — > __ 1 -
VE ~ 2( k \/E) 2~ 2k Vk
=—> Ab k£ = 10 ist die Ungleichung erfillt
i": 1-1/VE
ko (1+1/VE)?
:Z‘); 1—1/f D S V2
ko (1+1/VR)? kllk (1+1/Vk)?
—_——
>1/2
L] = 1
ty 2k

= Wir haben eine divergierende Minorante gefunden

3.7 Potenzreihen

Sei (a,,) eine Folge in C und z € C; dann ist
> o
n=1

eine Potenzreihe

3.7.1 Konvergenzradius

o0
Der Konvergenzradius R der Potenzreihe Zanz" ist definiert

n=1
als )
R = limsup Cauchy-Hadamard
n—oo A/ ‘(Ln‘ ( )
Falls lim existiert, dann gilt
n—00 | Ap+1

R = lim

n—oo

(Euler)

Ap+1

3.7.2 Konvergenz von Potenzreihen

o0
|2| <R = Z a, 2" konvergiert
0o n=1

anz"

|z > R = Z anz" divergiert
n=1

|z| = R = Beides kann passieren

3.7.3 Verhalten am Rand des Konvergenzradius

Sei der Konvergenzradius R > 0 der Potenzreihe

n=1

Z a,x" gegeben. Falls gefragt wird, wie sich die Reihe

n=1

am Rand des Konvergenzkreises verhaltet, so sollte man
z = —R und z = R auf Konvergenz uberpriifen, da
R=|o|:

> an(-R)" =Y an- (-1)"-R"
n=1 n=1

— Leibnizkriterium verwenden

Tipp Uberpriife als erstes gleich, ob a,, eine Nullfolge
ist.




3.8 Riemannscher Umordnungssatz

o0 oo
Z an konvergiert absolut — Z a,, darf umgeordnet werden

n=1 n=1

4 Stetige Funktionen

Fur dieses Kapitel sei f definiert als

Bildbereich
=
f: X Y

Definitionsbereich

%

4.1 Eigenschaften von Funktionen
4.1.1 Injektivitat
Vi, zo € X gilt:
f(@1) = f(z2) = z1 =122

Jedes Element der Zielmenge wird hochstens einmal als Funk-
tionswert angenommen.
4.1.2 Surjektivitat

VyeY :existste X : f(z)=y
Jedes Element der Zielmenge wird mindestens einmal als Funk-
tionswert angenommen.

4.1.3 Bijektivitat

f ist bijektiv <= f ist surjektiv und injektiv

Existenz der Umkehrfunktion

fist bijektiv. = 3f ' fTly) =2 VexeXWeY
Kandidat fiir Umkehrfunktion iiberpriifen Sei f~! ein Kan-
didat fiir die Umkehrfunktion von f. Sind die beiden Gleichun-

gen f(f~'y)) = y und f1(f(x)) = x erfiillt, so ist f~' die
Umkehrfunktion von f

4.1.4 Beispiel von surjektiven und injektiven Funktionen
Sei f(x) = 2% dann gilt:

1. f:R — R ist nicht injektiv (z = —2) und nicht surjektiv

(v =)
2. f:RT — R ist injektiv, aber nicht surjektiv

3. f:R — R" ist nicht injektiv, aber surjektiv

4.2 Stetigkeit

Seien in diesem Unterkapitel (X,dx),(Y,dy) nun metrische
Raume.

f heisst stetig in xz( falls Ve > 03§ > 0Vx € X gilt
dx(z,20) <0 = dy(f(z), f(z0)) <€

Weiter heisst f stetig wenn f stetig in x¢ Vo € X ist.

Abhangigkeit von § 0 ist in Abhdngigkeit von ¢ und z( zu
wahlen:

d =0d(e,z0)

4.2.1 Gleichmassige Stetigkeit

f heisst gleichmassig stetig falls Ve > 0 so dass Vx,xo € X gilt

dx(z,x9) <0 = dy(f(z), f(zx0)) <e

Abhangigkeit von § § ist nur in Abhangigkeit von € zu wahlen:

0 =4d(¢e)

4.2.2 Lipschitz-Stetigkeit

f heisst Lipschitz-stetig falls 3L > 0 so dass

dY(f(x)vf(xO)) <L- dX(l',CE(]) Vo, zg € X

4.2.3 Maichtigkeit der Stetigkeitsbegriffe

f ist Lipschitz-stetig = f ist gleichmassig stetig = f ist
stetig

4.2.4 Wichtige Regeln

Seien f, g stetige Funktionen
(i) f o g ist stetig
(i) f+g, [ g sind stetig

(i) |f], f, Re(f), Im(f) sind stetig
(iv) 5 ist stetig V& mit g(x) # 0

(v) Polynome sind motherfucking stetig

(vi) ¢/x auf RT, exp(x) auf R,log(x) auf R* \ {0},sin(z) auf
R, cos(z) auf R sind stetig

Schreibe immer: f ist stetig auf (—oo,0) und (0,00) als Kom-
position, Summe und Produkt stetiger Funktionen

4.3 Funktionenfolgen
4.3.1 Punktweise Konvergenz

Eine Funktionenfolge (f,) konvergiert punktweise gegen f, falls
Vr € XVe > 0dng € N so dass Vn > ng gilt

dy (fu(x), f(2)) <e

Abhangigkeit von ng ng ist in Abhangigkeit von € und x zu

wahlen:

ng = no(e, x)

4.3.2 Gleichmassige Konvergenz

Eine Funktionenfolge (f,,) konvergiert gleichméssig gegen f, falls
Ve > 0dng € N so dass Vn > ngVx € X gilt

dy (fu(x), f(2)) <e

Abhangigkeit von ng ng ist in Abhangigkeit von € zu wahlen:

ng = no(e)



4.3.3 Gleichmassige Konvergenz und Stetigkeit

(fn) konvergiert gleichmissig gegen f und f,, ist stetig Vn =
f ist stetig

4.3.4 Funktionenfolge auf Konvergenz iiberpriifen

Sei fn(z) gegeben. Zu zeigen sei die punktweise sowie
gleichmassige Konvergenz von f,,(x)

1. Punktweise Konvergenz: f,, konvergiert punk-
tweise, wenn die Grenzfunktion lim f,(z) = f(z)
n—oo

existiert

2. Gleichmassige Konvergenz: Zeige |f(z) — f(x)] <
€

4.4 Beschranktheit

f heisst beschrankt, falls

de>0sodass |f(z)|<cVreX

4.4.1 Raum der beschrankten stetigen Funktionen

C(X) ist der Raum der beschrankten stetigen Funktionen f:

f:X — R (oder C)

4.5 Zwischenwertsatz

Es sei f : [a,b] — R eine stetige reelle Funktion, die auf einem
Intervall definiert ist; dann gilt:

fla) <7 < f(b) = Feeab]:y=flc)

Oder: Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert v
zwischen f(a) und f(b) an mindestens einer Stelle ¢ € [a, b] an:

v = f(c)

4.5.1 Beispiel: Anwendung Zwischenwertsatz

Sei f : [0,1] — R eine stetige Funktion mit f(0) = f(1).
Man beweise, dass ein ¢ € [0, %] mit f(c) = f(c+ 1)

. 2
existiert.

Man definiere g(z) = f(z) — f(x + %) Man

mochte nun zeigen, dass ein ¢ exisitiert, so dass g(c¢) = 0

ist und somit f(c) = f(c+ %) gilt.

Beweis.

9(0) = $0) - f(5) = F(3) = FO) ~9(0) ()
o(5) = F(5) ~ 1) £ g(5) = £(0) - 9(0) - (1)

1
= 9(5) = —9(0)
Dies bedeutet, dass die Funktion g die z-Achse schneidet
(Stetigkeit), also einen Nullpunkt besitzt. Aus dem Zwis-

. 1
chenwertsatz folgt nun, dass es ein ¢ € [0, 5] geben muss,

so dass g(c) = 0 gilt. Die Aussage ist somit bewiesen.

4.6 Supremumsnorm

[fll =sup [f(z)]  feC(X)
zeX

5 Topologische Begriffe

5.1 Offener Ball

Br(z) ={y € X [ d(z,y) <r}
5.2 Offene Menge

U C X ist offen
<= VreU:3¢>0sodass B.(z) CU

5.3 Abgeschlossene Menge

A C X ist abgeschlossen
—=VreX\A:Je>0sodass B.(z)NA=10

5.3.1 Aussagen zu Folgen

A ist abgeschlossen <= X \ A ist offen
< (z,) € AVn
und lim z, =z — x€ A

n—oo

5.4 Kompaktheit

K ist kompakt <=
Jede Folge (z,,) mit (z,) € K ¥n
hat eine in K konvergente Teilfolge

5.5 Aussagen zur Stetigkeit,
und offene Mengen

Sei f: X — Y, dann gilt:

abgeschlossene

f ist stetig <= U C Y ist offen = f~1(U) ist offen
<= A CY ist abgeschlossen —> f~!(A) ist abg.

6 Vektorraume

6.1 Vektorraum

Sei K ein Korper.
Verkniipfungen

Eine Menge V zusammen mit zwei

+: VXV =V,

KxV =V,

(a,b) = a+b
(AMb) = A-b
heisst K-Vektorraum, wenn gilt:

(i) +ist Assoziatv; d.h. (x+y)+z = 2+(y+z) Va,y,z€V
(i) + ist Kommutativ, d.h. z+y=y+z Ve,yeV

(iii) 3 neutrales Element 0y (Nullvektor) beziiglich +; d.h.
Oy +v=v4+0y=v YoeV



(iv) 3 inverses Element —v beziiglich +; d.h. v + (—v)

—v+(v)=0 YWweV

(v) -ist assoziativ; d.h. A-(pv) = (Ap)v VAipe KYoeV

(vi) 3 Neutralelement 1 (Einselement aus K) beziiglich -; d.h.
l-v=v YveV

(vii) Es gilt das Distributivgesetz; d.h. A-(v+w)=X-v+ -
w YAeK Yo,weV

6.2 Unterraum
Sei V ein reeller Vektorraum und W C V.
W heisst Unterraum von V', wenn gilt:

(i) Oew

(i) vyweW = v+weWw

(i) NeRyveW = weW

6.3 Basis

Eine endliche Basis von V ist eine endliche Folge von Vektoren
€1,...,en €V, so dass folgendes gilt:

(i) e1,...,en € V sind linear unabhingig:

VNveR: Mer+...+ e, =0 = A =...=)\, =0

(ii) Jeder Vektor in V' lasst sich durch eine eindeutige Linear-
kombination der Basisvektoren bilden:

YoeV :iv=XAe+ ..+ \en

6.3.1 Orthonormalbasis

Eine Orthonormalbasis erfiillt folgende Eigenschaften:
(i) Die Basisvektoren sind paarweise orthogonal:

(ei,ej):O VZ,]E{I,,’H,} m|t17é]

(ii) Jeder Basisvektor hat die Norm eins:

lleill = V{ei,ei) =1

Vie{l,...,n}

Bemerkung: Jeder endlich dimensionale Vektorraum mit in-
nerem Produkt besitzt eine Othonormalbasis.

6.3.2 Orthogonalbasis

Eine Orthonormalbasis erfiillt nur folgende Eigenschaften:
(i) Die Basisvektoren sind paarweise orthogonal:

<6¢,€j>20 Vi,jE{l,...,n} mit i # j

6.4 Linearitat

Seien V, W reelle Vektorraume.

Eine Abbildung ® : V. — W heisst dann linear, wenn fol-
gendes VA € R, V(v;)ieny € V gilt:

(i) @(v1+v2) = ®(v1) + P(v2)

(il) ®(\v1) = X ®(vy) mit A € R

6.5 Vektornorm

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm(funktion) auf V' ist eine
Abbildung

V —R

v of
die einem Vektor eine Zahl zuordnet, namlich dessen Lange.
Es gelten folgende Eigenschaften:
(i) l[oll =0
(i) lv| =0 = #=0
(i) VAeR,Yv e Vi || M| = |A] - |]v]]

(iv) A-Ungleichung: Yo,w € V : |lv + w]| < ||v]| + ||w]|

Bemerkung: (Betrag eines Vektors) |a| = |la|| mita € V

6.5.1 Normen

Summennorm ||x||1:

Euklidische Norm ||z||2:

Maximumnorm ||z || oo:

p-Norm ||z||

6.6 Skalarprodukt (Innere Produkt)

Sei V ein reeller Vektorraum. Das innere Produkt ist eine Abbil-
dung

() VXV R
(v, w) = (v, w)

Fir einen reellen Vektorraum V und z,y,z € V, A € R erfullt
das innere Produkt folgende Eigenschaften:

1. Bilinearitat:
(I) <'CC + Y, Z) = <I, Z> =+ <y7 Z>
(“) <$’y + Z) = <JJ, > + <JJ,Z>
(iii)) (@, Ay) = XMz, y) = (Az,y)

2. Symmetrie:

() (z,y) = (y,2)
3. Positive Definitheit:

(i) {z,2) >0
(i) (z,2)=0<2=0

Bemerkung: Im euklidischen Raum R" ist das innere Produkt
gegeben durch das Skalarprodukt.
6.6.1 Skalarprodukt im euklidischen Raum R"

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a-b mit a,b € V ist wie folgt
definiert:

a-b=|al - |b]| - cosp mit 0° < ¢ < 180°

@ = arccos (ab>
ol o]



Weiter gilt:

la]| = Va-amitaeV

6.6.2 Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst

QL

d-d=ag+ay+a;=|d|?

6.6.3 Orthogonale Vektoren

Seien Ez’,gverschieden von 0. Dann gilt:

G-b=0=alb

6.7 Vektorprodukt

ap by asbs — asbo
axb= a9 X bQ = a3b1 — a163
as b3 arby — azby

6.7.1 Betrag des Vektorprodukts

|@ x b| = |d| |b] sin@
6 €0,7] = sinf >0
7 Exponentialfunktion

exp: C—>C

f)

ex x+1

7.1 Potenzreihe

n 2 3 4
|

oo
T T T T
eXP(I):an:1+x+—+7+7+...
n=0

20 31 4l

7.2 Stetigkeit

exp ist stetig in ganz R sowie C

7.3 Ableitung

7.4 Rechenregeln
(i) e’ =1

(i) e*t =e” +e"

7.5 Konvergenzverhalten

exp konvergiert schneller gegen einen Wert als Polynome z™ (mit
n

n#z): lim —

z—00 e?

7.6 Nutzliche Grenzwerte

N . ef—1
Oy —=

1

n—oo \ N

(i) exp(l) =e= lim (1+1)n

8 Logarithmus

log : (0,00) = R

2kt 1
2 3 4
:xf%y%f%im fir —l<az<l1

Wichtig Die Reihenentwicklung von log(z) ist wie folgt
definiert:

r—1)2 r—1)3
log(z) = (& — 1) — . 21) L 31) _




8.2 Rechenregeln

(i) log(1) = 0

(i) z = elos(®)
(iii) log(a - b) = log(a) + log(b)

(iv) log (b) = log(a) — log(b)

(v) log(a”) = b-log(a)

(vi) log(z 4+ y) =logz +log (1+ £).

8.3 Konvergenzverhalten

log konvergiert wesentlich langsamer gegen einen Wert als

1
jegliche andere Funktionen: lim 0(2) =0
T—00 {L/E

9 Trigonometrische Funktionen

iz

sin(z) = Im(e'®) = %
i
cos(z) = Re(e®) = %
tan(z) = sin(z)
cos(x)
Y
=~ sin(x) cos(z) el
11
0
13
2
71__

9.1 Potenzreihen

: - . xintt r ¥ 2P
sm(a:):;)(—l) m:ﬁ_§+a;...
g 2n 0o L2 4

2t e
cos(gc):Z)(—l) @) =g g taF

1 2 17
tan(z) :x+§x3+ﬁx5+ﬁx7+...

9.2 Niitzliche Eigenschaften

(i) cos(z) = cos(—z) (Gerade Funktion)
(i) sin(xz) = —sin(z) (Ungerade Funktion)
(iii) sin(w — x) = sin(x)

(iv) cos(m — x) = — cos(x)
(v) cos(g — z) = sin(z)
(vi) sin(g = cos(z)

(vii) cos®(x)

(viii) cos(x 4+ y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
(ix) sin(x + y) = cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y)

(x) cos(2z) = cos?(z) — sin’(x)
=2cos?(x) — 1 =1 — 2sin?(z)

(xi) sin(2z) = 2cos(x) sin(z)

(xii) cos®(x) = %(1 + cos(2x))

(xiii) sin?(z) = %(1 — cos(2z))

10 Hyperbolische Funktionen

sinh(z) = < _26
cosh(z) = - +2€
sinh x
tanh(z) =
anh(z) cosh x

10.1 Potenzreihen

o 2041 3 45
() =D T
< 20 - —
cosh(z) = Z )l =1+ o7 + o +
n=0
1 2
tanh(z) =z — §$3 + 1—5x° +

11 Differentialrechnung

11.1 Differentialquotient

Eine Funktion f : U — R heisst differenzierbar an der Stelle
xo € U falls folgender Grenzwert existiert:

f(x) = f(zo) — lim

Tr — X9 h—0

if(ion) = lim flxo + h})L — f(=g)

dl‘ T—rxo

11.2 Ableitungsregeln

Seien u,v : R — R reellwertige, hinreichend
oft differenzierbare  Funktionen und a € R eine
beliebige  Konstante; dann  gelten folgende Regeln:

Ableitung einer Konstanten: (a)’ =0

Konstanter Vorfaktor:  (a-u) = au’

Summenregel:  (u+v) =u £
Produktregel: (u-v) =u'-v+u-v
. uy\’  uv—u
Quotientenregel: (7) =—
v v
Kettenregel: (uowv) (z) = (v(z))v (v)
!/
logarithmische Ableitung:  (Inw)’ = %
1
Umkehrregel 1y =
mkehrregel  (u™") (u(xg)) (o)



11.3 Ableitungen elementarer Funktionen

11.4 Extrema

T ist ein Extremum von f <= f'(z¢) =0

Funktion Ableitung
z" nz" "t 11.4.1 Konvex
a-z" +b a-n-x" ! Eine Funktion f : I — R heisst konvex wenn Vz,y € I und
t € 10,1] gilt:
VT =zt 1 le%
Ve 2 fltz+ (1= t)y) < tf(@) + (1 - 1)f(y)
¢ ¢ Weiter gilt: f ist konvex <= f"(x) >0
sin(x) cos(x) f(y)
cos(x) — sin(z) £1(x) + (1-1) f(y)
cosh(x) sinh(x)
sinh(x) cosh(z)
f(xt + y(1-t))
tan(z) s 1+ tan®z
a” f(z)=a" Ina= lozwe f(x)
(a>0a#1) f”(x):a””-lnwlnaa
In(a) fa) =+ g xt+y(1-) Y
1
f(@) = — 3
1 11.4.2 Konkav
l(c;g;(g?a o) f,,(x) = Ing tElge[OFllj]nktl:;)n f : I — R heisst konkav wenn Va,y € I und
f(x):_acQ-lna e
1
arcsin(z) f(z) = fltz+ (1 =t)y) = tf(x) + (1= t)f(y)
V1—a? - . . .
f(x) = i Weiter gilt: f ist konkav <= f"(x) <0
—22). /1=
, -1
arccos(z) f'(@) = N 11.4.3 Minimum
f'(@) = (1- ﬂ;i/ﬁ f'(zo) =0 und f"(xzp) >0 = = ist ein Minimum
, 1
arctan(x) Flw)= 1+ 22 11.4.4 Maximum
") = —2z
/ (1 422)2 ' (xo) =0 und f"(zg) <0 = z ist ein Maximum

11

11.5 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f : [a,b] = R (mit a < b) stetig in [a,b] und differenzierbar
in (a,b); dann gilt:

f(b) = f(a)

Te@b): £ ="

11.5.1 Satz von Rolle

Sei f :[a,b] — R (mit a < b) stetig in [a, b] und differenzierbar
in (a,b); dann gilt:

f(a) = f(b) = Fv € (a,b) sodass f'(y) =0

11.6 Regel von L'Hospital

Seien f,g : (a,b) — C differenzierbar, g(x) # 0 Yz € (a,b) und
lirr%7 flz) = lirr%)g(x) = 0 oder oco; dann gilt:

r—r T—r

lim (@)
z—b g/ (iC)

- . fle) o f(x)
existiert — }ng})@ = ilg}) ¢()

11.7 Wichtige Ungleichungen
11.7.1 Cauchy-Schwartzsche Ungleichung

Seien folgende Vektoren =,y € R™ gegeben. Dann gilt:

‘<$,y>|2 < <.73,33‘> ' <y7y>

Zusatzlich gilt folgendes unter der Verwendung der Norm ||z|| :=
V{z, x):
[z )| < [ll] - llyll

11.7.2 Young’'sche Ungleichung
Sind p,q > 1 mit %—l— % =1 und a,b > 0; dann gilt:

a? b
ab < — + —
p q

11.7.3 Mittrovski

11.8 Kurvendiskussion

Bei der Kurvendiskussion werden Extrema, Wendepunkte und
Konvexitdt/Konkavitat untersucht.



Tipp Konvexitat Um die Konvexitit/Konkavitdt zu unter-
suchen, arbeitet man mit der zweiten Ableitung der Funktion.
Dabei ist es empfohlen f”(x) anhand der Signumfunktion sgn
auf Konvexitat/Konkavitat zu untersuchen.
Beispiel:
f(x) = —e** + 2" +1
— sgn(f”(z)) = sgn(—e** + 2" +1)

sgn(—y® + 2y +1) =sgn((y — 1+ V2)(—y + 1+ v2))

E san((—e” 14 V(e — 14 V)

~——

VxeR

Subst.

>0
= sgn(—e® +v2+41)
— "+ V24+1=0<=z=In(vV2+1)

+1  firz <In(1+v?2)
= sgn(f"(z)) =140 fiir 2 = In(1 4+ V/2)
—1  fiirz > In(1+?2)

= f konvex fir z < In(1 + \@), konkav fiir ¢ > In(1 + \/5)

Weiter besitzt f bei z = In(1 + v/2) einen Wendepunkt

12 Integralrechnung

12.0.1 Tipps: Integration

Polynomdivision Handelt es sich bei der zu integri-
erenden Funktion f um eine unecht gebrochenrationale
Funktion (Grad vom Z3hlerpolynom > Grad vom Nen-
nerpolynom), so kann mit einer Polynomdivision der Term
wesentlich vereinfacht werden.

Versteckte partielle Integration / f(z)dz

/1 - f(z)da

Integration glatter Funktionen Bei Integralen von
glatten Funktionen wie e® und den trigonometrischen
Funktionen ist es oft empfehlenswert partielle Integration
anzuwenden.

Immer Ableitung der zu integrierenden Funk-

tan?(x), tan’(z)

tion anschauen Beispiel:

tan®(z)+1 = /tang(x)—ldx—i—x =tan(z)+x+C

Anhand partieller
tegral gelangen Beispiel: /Sinh(t) cos(t) part._Int.

Integration auf Ursprungsin-

sinh(t) sin(t) — / cosh(t) sin(t) P"=" sinh(¢) sin(t) —

Nach ges. Int. auflésen

(— cosh(t) cos(t) + [ sinh(t) cos(t)

/ sinh(¥) cos(t) = %(Sinh(t) sin(t) 4 cosh(t) cos(t)) + C

12.1 Partition

Partition eines Intervalls [a, b]
P ={zy,...,zny} P ={P|P = Partition}

P ist eine einzelne Partition und P ist die Menge aller Partitionen
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12.2 Unter- und Obersumme, und das Rie-

mannsche Integral

N
Obersumme ~ S(f, P) := Z |z, — 21|  sup  f(x)
1 z€[TK—1,2k)
N
Untersumme  S(f, P) := Z |og —zp—1] inf  f(z)
= TE[TK—1,Tk)
Falls:

sup S(f, P)

Sup = nf S(f,P)

heisst f Riemann-integrierbar und der gemeinsame Wert:

b
sup S(f, P) =: / f(z)dx

PEP

heisst Riemannsche Integral

12.2.1 Riemannsche Summen

Verwendet man Riemannsche Summen um das Integral zu
definieren, so erhalt man folgende Definition:

/abf(a:)dx

w(P) ist dabei die Feinheit der Partition P, als der Abstand zwis-
chen zwei Punkte z;,x,41 € P

n

lim Z |z — xi—1|f(&k) & € [Xp—1, 2k

n(P)—0 =1



.. R b b
12.3.1 Beispiel: Riemannsche Summen (i) f(z) < g(z) Ve la,b] = f(z) dz S/ g(z) da.

12.3 Anwendung der Riemannschen Sum-

men um aus einer Reihe ein Integral " a a
zu berechnen Lése lim _n b b
2 e () | [ f@)dsl < [ 1) da
Sei eine Summe der Form lim Zf(n, k) gegeben. 1. Grosste Potenz von n ausklammern:
n—,oo
= . / flayde=- [ fta
1 1
1. Versuch: Klammere im Nenner sowie Zahler die lim — 1+
rosste Potenz von n aus. Nenne diesen Term d,, Rt s=il b ¢ b
< (vi) / f(:r)dT:/ f(.r)da:+/ f(z)dx
Beachte: lim d,, = 0 muss erfiillt sein. —> On = n
n—oo L 12.5 Fundamentalsatz der Integralrechnung

2. Wahle zj (in Abh3ngigkeit von k und n, falls d, 2. Wahle z, = — und iberpriife: T

auch von n abhdngig ist), so dass folgende Gle- n F(z) = / f@)dt a<x<b

ichung erfillt wird: Y E o k—1] o o

|z — 21| = dn e dn, F ist differenzierbar und F'(x) = f(x)
|zp —zp—1| =d . F heisst Stammfunktion von f
— = =d,v Fy und Fy Stammfunktionen von f = F}| — F5 = ¢ konstant

3. Verschiebe die Summe, so dass sie bei £ = 0 be- " Es gilt: .

ginnt. "\/erSIChere dabel,. dass der ausgeklammerte 3. Verschiebe die Summe, so dass sie bei k = 0 startet: / f(z)dx = F(b) — F(a).

Term fur n — oo schwindet.

: 1 1 1 1 1

4. Die Summe sollte umgeformt nun folgende Form T —. = lim [-=+ - .

haben: e e 11 E et Tn An 11 E 12.6 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, sowie g : [a,b] — R

n n . | 1 , . g :
dn - f(z1) = |z — 2ot - f2r) = nhrr;o e integrierbar und entweder g > 0 oder g < 0; dann existiert ein
Z Z 7%= 1tz € € [a,b], so dass
5. Die Summe entspricht der Definition der Rie- 4 Tp=0 =0, Tp=p = 1 ’ ’
mannschen Summe; es folgt a /f(x)g(a:)dx = f(&) /g(w)da:
1
= 1 — =
" : ngr;o,;n O 5=
> ek — zp| - flaw) = /f(m)dx O 12.7 Partielle Integration
k=1 — _ -
“ = amgifam (1L) — suiam () 4 Seien im folgenden u, v stetig differenzierbar.
a = Startindex der Summe eingesetzt in /u’ Ly = /(u v) — /u G
b= Endindex der Summe eingesetzt in xy, 12.4 Rechenregeln — ww /u W
Seien f, g Riemann-integrierbar
b b b b b
(i) / (f(x)+g(z))dz = / f(z)dz + / g(z)dx / o' (z)-v(z)dz = u(b) -v(b) —u(a)-v(a) — / w(z) -0 (x) do
B b b Tipp: Wahle die einfacher zu integrierende Funktion als u’ und
(if) /a Af(z)de = )‘/a flx)dz AeC die Funktion, deren Ableitung einfacher wird als v.
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Integration durch Substitution

1. Aufstellen der Substitutionsgleichung

w=g(e) L= g du

o

Wichtig: Der Term ¢'(x) muss sich nach der Sub-
stitution wegklirzen, da sich ansonsten von z und
u abhangige Terme im Integral befinden. Deshalb
ist in vielen Fallen folgendes empfehlenswerter:

r=hw) = W)

= —
Tu dx = h'(u)du

. Durchfiihren der Substitution

[ @ = [ o

Wenn man bei bestimmten Integralen die Grenzen
mitsubstituiert entfallt die Riicksubstituion!

3. Berechnung des neuen Integrals

4. Ricksubstitution

/ f(z)dw = / pu)du = () = $(g()) = F(z)

12.8.1 Beispiel: Integration durch Substitution

H 4
sin” x cos xdx =7
0

. du du
u=sinxg <= — =cosx < dz =
dx CoS T

Substitution untere Grenze: t = 0= u=1sin0 =0
Substitution obere Grenze: x = 7/2 = u =sin7/2 =1

=
z 1
24 4 du
sin® x cos xdx = U COST
0 0 COS T

12.9 Partialbruchzerlegung
Sei f(x) gegeben.

1. f(z) ist unecht gebrochenrational = Polynomdivision

= f(z) = p(z) + r(x). r(x) ist dabei eine echt ge-
brochenrationale Funktion

2. Sei also r(z) =

3. Finde Nullstellen von N (x)

4. Analysiere jede Nullstelle x;:

14

e 1, ist eine t-fache reelle Nullstellen:

Ay Ay A,
+ oot
(x —x1)

(x — 9)? (x — )t

e 1, ist eine t-fache komplexe Nullstellen:

Bz + C; Box + Cy B,z + C,
w?+pr+q (2% +pr+q)? (22 + pz + q)f
5. Anhand der gefundenen Nullstellen kann N(z)
umgeschrieben werden zu N(z) = (z — 1) - -+ - - (z — )
6. Wir erhalten folgende Gleichung:
A Z A
r(z) = (z) _ (z) A
N(x) (x—z1) - (z—x,) x—1

(2 —xp) - (x — x):

= Z(x)=A1(x —xz2) -~ (x — ) +...

8. Setze alle Nullstellen x; in Z ein, inklusive z = 0 oder fiihre
Koeffizientenvergleich durch



2.3 Tabelle der Grund- oder Stammintegrale

C, Cy, Cy: Reelle Integrationskonstanten

Odx = C ldx:de:x+C
xntl 1
xdx:n+l+C (n #—1) ;dx:1n|x|+C
ax
e*dc =e* +C a*dx = +
Ina

1
—— dx =
/1 — x2 —arccos x + C;

sinxdx = —cosx + C cosxdx = sinx + C
1 1
5 dx = tanx + C o dx = —cotx + C
COoS? X sin? x
arcsin x + C; 1 arctan x + C

1—2 dx = B
+ x arccot x + C;

sinh x dx = coshx + C

coshxdx = sinhx + C

1 1
= tanh C dx = —coth C
cosh? x anh x -+ sinh2x cothx =+
[ 1
7dx:arsinhx—|—C:1n’x+\/x2—|—1‘+C
\Jx2 + 1
[ 1
——dx=arcosh|x|+ C=In|x k2 —1|+C (x>
x2 —1
1 1
artanhx+C1=—-ln< +x)+C1 x| <1
2 1 —x
J 1 dx = fiir
1 — x2
1 x + 1
arcothx+C2:E~ln< 1>+C2 x| > 1
% —
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3.1.2 Spezielle Integralsubstitutionen (Tabelle)

R: Rationale Funktion

von x und 4/x2 — a?

\/x?—a*=a-sinhu

Integraltyp Substitution Neues Integral Beispiel
bzw. Losung
(A) [f(ax+b)dx u=ax+b % Jf(u)du [\/4x+5dx
! o du .
a (0 =4x+5)
®) [ 76) 1) ax v =W T e s cosva
du
dx =
f(x) (u = sinx)
© [t swar =W e e [ s
du
dx =
(n# —1) ) (u = Inx)
© [rls) - g'war | =8 [ au [xeva
dr — du
g'(x) (u = x?)
f') u = f(x) In|f(x)| + C J 2x — 3
® [ f(x) dx x2 —3x + ldx
du
dx =
f(x) (u=x>-3x+1)
(F)JR(x; a2—x2>dx X =a-sinu I—x3 dx
dx = a - cos udu a4 = x?
R: Rationale Funkti
vjnlinz:d ur; 210j1 2 \/a—zj; =a-cosu (x = sin u)
_ ; 2
(G) JR(x;\/ﬂ—i—az)dx ¥ = a-sinhu ngdx
dx = a - cosh u du \/x2+9
R: Rationale Funktion \/ﬁ
x?+a*=a-coshu (x = 3 - sinh u)
von x und {/x2 + a?
(H)JR(x; xz—az)dx x = a - coshu J 1 dy
dx = a - sinh u du x2 =25

(x =5 - coshu)




— 1 S
(1) JR(sin x; cos x) dx u = tan (x/2) [ +eosx

sin x
dx = L du
R: Rationale Funktion T 1 4 u?
von sin x und cos x )
. u
sin x =
1 + u?
2
cos x = e
d inh 1
) JR(sinh x; cosh x) dx u=ce" dx = a J sihx + 1 dx
u cosh x
R: Rationale Funktion u? =1
. sinh x =
von sinh x und cosh x 2u
2
+ 1
hx =
cosh x P
13 Differentialgleichungen Satz 1 Seien x1(t), x2(t) Lésungen von (H)

13.1 Zeitabhingige Differentialgleichungen n-| — A1%1(f) +A2x(t) sind Losungen von (H) mit Ay, A, € C

ter Ordnun
0 g Satz 2 Sei x;(t) eine Losung von (H) und x2(t) eine Losung

2™ (t) = Fz(t), 2 (), ..., 2" (1), t) von (1)

= A121(t) 4+ x2(¢) ist auch eine Lésung von (1)

13.2 Zeitunabhangige Differentialgleichung n-
ter Ordnung

M (t) = F(z(t),zV@), ..., 2" (1))

13.3 Inhomogene lineare Differentialgleichun-
gen n-ter Ordnung

n—1

Y (aa® @)+ =kt) ()

k=0

13.4 Homogene lineare Differentialgleichungen
n-ter Ordnung

n—1

> (arz® (1)) + 2™ =0 (H)

k=0
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13.5 Losungsrezept fiir inhomogene lin-

eare Differentialgleichungen n-ter
Ordnung

Allgemeine Form einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung (I):

n—1

> (arz® (@) + 2™ = K(t) )

k=0
Losungsweg:

1. Lose die zugehorige homogene lineare Differential-
gleichung (H) zx(?)

(a) Setze Ansatz z(t) = e in (H) ein () € C)

n—1
= Z(ak AL A AT = 0
k=0

— ™ verschwindet
n—1

= P =M+ a\' =0
k=0

(b) Finde Nullstellen von p(A)(Aq, ..., A2) mit den
zugehorigen Vielfachheiten k1, ..., ko

(c) Dann hat (H) die Losung

r k—1

xp(t) = Z Z ey thert

=1 i=0

2. Finde eine einzige partikuldre Lésung 2 p(t) von (1)
(a) Bestimme m falls K (t) folgende Form hat:

n—1

S (axa® (1) + 2" = K1)

k=0

0

Beispiele: t* -e* = m = 1, (1+%)-

e — m=2

(b) p ist die k-fache Nullstelle von P(\). Falls u
keine Nullstelle von P(]) ist, gilt: k=0

(c) Wahle folgende partikulare Losung

zp(t) = (D cit')thert

=0

(d) Bestimme ¢; durch Einsetzen in die Dif-
ferentialgleichung aus der Aufgabenstellung.
Beachte dabei die Ableitungen!

3. Die Losung der Differentialgleichung lautet

.I](t) = :L'H(t) = l’p(t)

(a) Falls K(t) = ZciKi(t) ist, dann existieren
i=1

mehrere partiklrlére Losungen und das Super-
stitionsprinzip tritt in Kraft:

zp(t) =Y cizpi(t)
=1
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13.5.1 Beispiel: Losung einer inhomogenen lin-

earen Differentialgleichung 3. Ordnung

Es sei eine Losung x(t) fir die Differentialgleichung
z"(t) — 2" (t) = e®* zu finden.

1. Lose die zugehorige homogene lineare Differential-
gleichung x g (¢):
" (t) —2"(t) =0
— PN =X-XN=X0\-1)
= M =0 k=2 X=1 ko=1
— zg(t) = 1% + cotel + cset

< 2 (t) = c1 + cot + c3é’

2. Finde eine partikuldre Lésung zp(t) der inhomoge-
nen linearen Differentialgleichung:

CC///(t) _ .’L‘H(t) _ th
= m=0,u=2,k =0 (keine Nullstelle)

— zp(t) = cot’t%? = cpe®
Einsetzen in (I):
1
— 8cpe?t — 4ege?t = ¥ — ¢y = i
20 _ L o

= zp(t) = cpe 1€

3. Die Losung der Differentialgleichung lautet

1
zr(t) = x(t) =cy + cot +cze’ + Ee%

13.5.2 Komplexifizierung

K(t) = Re(K(t))
= zp(t) = Re(Zp(t))

Beispiel K (t) = cos(t) = Re(e')



13.6 Losungsrezept fiir gewohnliche Dif-

ferentialgleichungen

Allgemeine Form gewohnlicher Differentalgleichungen:

a'(t) = f(x(t)) [ stetig
Losungsweg:

1. Lose die homogene Gleichung durch Separation der
Variablen. Beispiel: 2'(t) = 2tz? <= a/(t) —
227t =0

(a) Bringe gleiche Variablen auf eine Seite der Gle-
ichung
, dx
(b) Ersetze z'(t) mit —
dt
(c) Integriere beide Seiten und notiere die entste-
hende Integrationskonstante nur auf einer der
beiden Seiten

(d) Lése die Gleichung nach x auf und beachte,
dass die Integrationskonstante jegliche Vorze-
ichen und Vorfaktoren verschluckt:

Ver=Vo=-Vo
C+t V-C—-t VC-t

(e) Entweder:

e Finde partikulare Losung
e Variation der Konstanten

i. Lose zuerst die homogene Gleichung
durch Separation der Variablen

ii. Fuihre Variation der Konstanten
durch, das heisst die Konstanten
C' werden zeitabhingig (C(t)) in
die Differentialgleichung aus der
Aufgabe eingesetzt.

iii. Beachte: Die C(t) Terme miissen
sich aufheben nach dem Einsetzen

iv. Integriere beide Seiten und notiere
die entstehende Integrationskon-
stante nur auf einer der beiden
Seiten

v. Setze die berechnete Konstante in
g (t) ein

13.6.1 Beispiel: Losung einer gewohnlichen Differ-

entialgleichung 1. Ordnung mit Separation
der Variablen

d d
2 (t) = 2a? = S 2tx2<:)—§:2tdt
Xz

/ de / 2dt

—_l_pic
xr

PR
T ot
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13.6.2 Beispiel: Losung einer gewohnlichen Differ-
entialgleichung 1. Ordnung mit Variation
der Konstanten

1. Lose Homogene Gleichung 2’ (t) —tanh(¢)-z(t) = 0
— Separation der Variablen

d
=7 —z—tanh (t)dt

/ / tanh(t

< log(z) = (cosh( )+ C
<« x(t) = cosh(t) - e
<= xp(t) = cosh(t) - D (Konstante umb.)

2. Variation der Konstanten: Konstante wird variabel

x1(t) = D(t) - cosh(t) = Einsetzen
= D'(t) - cosh(t)
+ D(t) sinh(t) — D(t) cosh(¢) tanh(t) =
=0
<= D'(t)cosh(t) =1 = Sep. d. Var.

:>D’(t):m — /D/(t):/mi(t)

<= D(t) = 2arctan(e’) + E
—> Einsetzen in xy (%)
= x7(t) = x(t) = cosh(2arctan(e) + E)




13.7 Losungsrezept fiir lineare Differen-
tialgleichungssysteme 1. oder 2.
Ordnung mit konstanten Koeffizien-

ten (Allgemeine Losung und An-
fangswertproblem)

Sei y(t) = Ay(t) (lineares DGLS 1. Ordnung) oder
ij(t) = Ay(t) (lineares DGLS 2. Ordnung) gegeben.

1. Berechne Eigenwerte von A: det(A — A[,) =0

2. Berechne die zu den Eigenwerten \; gehorenden
Eigenvektoren v indem (A4 — \;I,)z = 0 gelSst
wird

3. Definiere die Diagonalmatrix D = diag(\1,. .., An)

4. Definiere die Transformationsmatrix 17" anhand der
Eigenvektoren: T = (v(l) v@ v(”))

Kontrolle Die Position der Spaltenvektoren in T'
sollten mit der Position der dazugehorigen Eigen-
werte in D ubereinstimmen

5. Schreibe y(t) = Tx(t). Fallunterscheidung:

e Allgemeine Losung DGLS 1. Ordnung:
y(t) = Zci -ty

e Allgemeine Losung DGLS 2. Ordnung:

6. Anfangsbedingungen
gegeben:

y(0),9(0), ... sind

(a) Werte x(0) aus. Ausgewertet sollte z(0) nur
aus Konstanten bestehen

(b) Transformiere die Anfangswerte: y(0) =
Tz(0)

(c) Bestimme die Konstanten a;, b;

(d) Die Lésung berechnet sich durch y(t) = Tz(t)
und hat die Form

y(t) = z1(t) vV 425 () vP 4 -z, (2) 0™

y(t):Zvi-(ai~cos( —Ait)+b;-sin(+/—N\;-t))

13.7.1 Beispiel: Losung eines linearen Differential-

gleichungssystems 2. Ordnung

Sei eine allgemeine Losung zum folgenden DGLS 2. Ord-
nung zu bestimmen:

11 -15
§t) = Ay(t) A=

20 —24

1. Eigenwerte von A:

A=-4  d=-9

N

. Eigenvektoren von A:

o = 0@ —

-4 0 1 3

0 -9 1 4

4. Allgemeine Losung des DGLS 2. Ordnung:

1
z(t) = (a1 - cos(v/2t) + by - sin(V/2t)) -
1
3
+ (ag - cos(V/3t) + by - sin(V/3t)) -
4

13.8 Skizze der Losung eines linearen Dif-

ferentialgleichungssystems

1. Sei y(t) die Losung eines linearen Differentialgle-
ichungssystems 1. Ordnung Ay(t) = y(¢):

2. Zeichne die Geraden der Eigenvektoren ein

3. Lasse t — oo und t — —oo gehen, und schaue,
wie sich die Konstanten cq,cy verhalten. ¢; ist
dabei der Abstand der Geraden von v(®) zu einem
Punkt (z,y). Das gleiche gilt fiir co beziiglich o,
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13.8.1 Beispiel: Skizze einer Losung eines linearen

Differentialgleichungssystems

In der folgenden Graphik kann man sehen, dass fiir t —
o0 ¢o schwindet, also der Abstand zu v immer kleiner
wird. Fir ¢t — —oo schwindet ¢; und der Abstand zu
@ wird immer kleiner, der Abstand zu M jedoch immer
grosser.

\ i Tt N
\ A {
’ \ W 1\
bz . ) |. g |
" ¢
™~ A ’
;. 5 > /
B o G
, b
.'K....._ .- *—— ——t
r \i
- .‘\.
N PRLLY
A .\:- lll / - —
e \
/ ™

Wichtig: Die roten Linien miissen auch in den anderen
drei Bereichen des Graphen eingezeichnet werden




14 Matrizen

14.1 Determinante
14.1.1 Schachbrettregel

14.2 Spur

spur(4) = Z Diagonalelemente von A

14.2.1 Zyklische Vertauschungen
spur(A- B-C) =spur(C-A-B) =spur(B-C - A).

14.3 Matrixnormen

Ax
4] = sup A2l
zeV\{0} [|]|

[|A]l2 = \/max{Eigenwerte von ATA}  Spektralnorm

n

[|A]|1 = mlax{z la;j|}  Zeilensummennorm
i=1
n

[|A]|co = mjax{z la;j|} Spaltensummennorm
j=1

14.4 Summendarstellung =7 Ax

n
T Ax = g TiT 04

0]

r €R" AecR™"

14.5 Ableitung des Skalarprodukts
d({x, z))h = 2(z, h)

14.6 Ableitung der Determinanten
d(det(A))H = det(A) - spur(A~'H)

15 Differentialrechnung in R"
15.1 Ableitung

Sei f: U — R™ wobei U € R" offen ist. Falls fiir so eine
Funktion f und einen Punkt z € U eine lineare Abbildung A,
existiert, so dass

p ) = J(@) = A

0
h—00 [|17]|

gilt, dann heisst A, = df(x) die Ableitung (Jacobi Matrix) von
f an der Stelle

15.2 Richtungsableitung

Seien V, W Banach-Raume und ©Q C V offen. Eine Abbildung
f: Q+— W besitzt an der Stelle xg € ) eine Richtungsableitung
in Richtung v € V, wenn der Grenzwert

onf(z) = }llil}}) f(xo + }“}’L) — f(z0)

existier.

15.3 Partielle Ableitung

f heisst an der Stelle x( partiell differenzierbar wenn die Rich-
tungsableitungn

0 0
0.1(z0) = 5 (an) = 5L (a0)
furi=1,...,n existieren.
Die Vektoren 8—f(xo), e a—f(xg) € R™ heissen partielle

o0x1 oxy,
Ableitungen von f an der Stelle xq

Ist f a.d.St. a differenzierbar, so existieren dort alle Rich-
tungsableitungen und es gilt

O f(a) =df(a)h heV

Merke: Richtungsableitung geht in Richtung v, geht die Rich-
tungsableitung aber nicht in eine beliebige Richtung sondern in
Richtung der Koordinaten-Vektoren e; dann nennt man es par-
tielle Ableitung!
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15.4 Jacobi-Matrix

Ist f differenzierbar a.d.St.
Jacobi-Matrix gegeben:

a so ist die Ableitung durch die

of: o

B, (a) B, (a)
df(a) = ; ;

0 fm 9 fm

Oy (a) B, (a)

15.5 Gradient

Ist f in x¢ partiell differenzierbar, so ist der Gradient von f a.d.St.
o der Vektor

of
9 9 o
grad(f) = V f(x0) = an T
of
Oz,

Der Gradient ist also einfach ein Spaltenvektor mit den Partiellen
ableitungen! Er zeigt immer in Richtung der maximalen (nega-
tiver Gradient in Richtung minimaler) Steigung .

15.6 Hohere Ableitungen

Eine Funktion f : R™ +— R™ heisst k-mal (stetig) differenzier-
bar, wenn alle partiellen Ableitungen von f existieren und tberall
(k — 1)-mal (stetig) differenzierbar sind. Der Raum der k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen wird mit C*(R™;R™ beze-
ichnet.

Ist eine funktion beliebig oft differenzierbar, nennen wir sie glatt
und bezeichnen den Raum mit C°°(R";R™)



15.7 Hesse-Matrix

Ist f: R™ — R 2 mal stetig differenzierbar so gilt fiir die 2.
Ableitung:

0% f 0%f

8%101’1 o 8w13xn

; EIA TS

de(ZE) — (axia:rj (l‘)) = 0x20x1 (9.17283777,
0% f 0% f

0x, 011 o 02,01,

Symmetrie der Hesse-Matrix Nach dem Satz von Schwartz
ist die Reihenfolge der 2. Ableitungen vertauschbar und somit ist
die Hessematrix symmetrisch

15.8 Differenzierbarkeitskriterium

Die Abbildung f heisst differenzierbar a.d.St. a genau dann
wenn

(i) alle Komponenten f; a.d.St. a differenzierbar sind

(i) alle partiellen Ableitungen in @ existieren und stetig sind

(i) die Funktion Summe / Produkt / Komposition differenzier-
barer Funktionen ist

15.8.1 Beispiel: Stetige Differenzierbarkeit zeigen

Grundidee: Differenzierbarkeitskriterium

xz3y —
x2 + y?
0 (z,y) = (0,0)

(z,y) # (0,0)
flz,y) =

1. Fiir (z,y) # (0,0):

y(a* + 4%y — y*)

amf(xay) = (.’1)‘2 ¥+ y2)2
4 4 2,2 D) 4
8yf(x,y) = ol (x23_3|_2;2;2_ )

Beide partiellen Ableitungen existieren und sind Poly-
nome also auch stetig

2. Fir (z,y) = (0,0):

9,1(0.0) = tim 110 1) = £ [G)]

t—0 t

Die partiellen Ableitungen existieren fiir (z,y) # (0,0).

3. Nun ist zu zeigen, dass die partiellen Ableitun-
gen Uberall stetig sind, also:

0x f(x,y) i UN 02 f(0,0) Dazu verwendet man
Polarkoordinaten:

5

75 sin p(cos? ¢ 4 4 cos? psin® ¢ — sin? p)

axf(wvy) :>}1_I>% 7“4

=0

Die beiden Grenzwerte stimmen lberein = partielle
Ableitungen existieren tiberall und sind uberall stetig =
f ist auf R? iiberall differenzierbar
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16 Taylorreihen / Taylorpolynome
Anstatt eine Funktion lokal durch eine lineare Abbildung zu ap-

proximieren, konnen wir sie, falls die Funktion gentigend oft dif-
ferenzierbar ist, durch polynomiale Funktionen annahern.

16.1 Taylorpolynom
16.2 Taylorpolynom vom Grad 2 um Punkt a

Tof(z,0) = () +df(@)(z — a) + 3 (@ — @) (a) (x — a)

ofla) | [ 21 —a
= fla) +
a’n.f(a) Tn — An
Tr1 —ap
1 "
+ 5(q;l —ar...Tnp —an)f (Cl)
Ty — Ap

df(a)  Gradient von f a.d.St. a

d*f(a)

Hessematrix von f a.d.St. a

16.3 Beispiele
17 Extremalwertprobleme

17.1 Kritischer Punkt

xq heisst kritischer Punkt wenn
df(wo) = (01 f(20),-..Onf(x0)) =0
01 f(wo)

Vf(xo) = : =0

anf('r())



17.2 Hinreichendes Kriterium fur Extrema

U C R" offen, f : U — RC?-Funktion und z( ein kritischer
Punkt von f

(i) xo lokales Minimum = d*f(xg) > 0

(i) d®f(zo) > 0 (positiv definit, alle EW > 0) = xq striktes
lokales Minimum

(iii) xo lokales Maximum = d?f(z) <0

(iv) d®f(zo) < 0 (negativ definit, alle EW < 0) = z, striktes
lokales Maximum

(v) d%f(zo) indefinit (3 EW > 0 und 3 EW < 0) = =z ist
Sattelpunkt

Es gilt: symmetrische 2 x 2 Matrix A (z.B. Hesse-Matrix) pos-
itiv definit <= spur(A) > 0 und det(A) >0
17.3 Konvexitat

U C R" offen, f: U — R heisst (strikt) konvex, wenn Vz,y € U
gilt:

F((L=t)z+ty) < (1 —t)f(z) +1f(y)

Strikt konvex bedeutet, dass die Ungleichung strikt (< statt <)
wird.

te0,1)

Satz: f (strikt) konvex <= d2f(z) > (>)0

17.3.1 Beispiel: Kritische Punkte bestimmen

f(z,y) = 2 + 4 + 32y 1. Kritische Punkte bei

df(z,y) =0
Ouf(x,y,) 3z? + 3y
df(z,y) = = =0
Oy f(z,y) 3y% + 3z
2?+y = 0
—
v+z = 0

Auflosen dieses GLS liefert die kritischen Punkte P, =
(0,0), Py(—1,—1) 2. Hessematrix berechnen:

6x 3

H:=df(z,y) = H ist symmetrisch!

3 6y

3. Eigenwerte von H berechnen:

6z — A 3
det(H — Io)\) = det

3 6y—A\
=(6x—\)(6y—A)—9=0
4. Punkte Py, P, einsetzen: P;(0,0)

MN=9=A=43=EW >0AEW <0

= d?£(0,0) ist indefinit = Pj ist Sattelpunkt
Py(—1,-1)

A+3)(A+9)=0=>X\1=-3,=-9=EW <0

= d?f(—1, —1) negativ definit=> P ist lokales Maximum
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18 Differentialrechnung in R"

18.1 Variationsrechnung: Die Euler-Lagrange-
Gleichungen

Sei z : [0,1] — R™ eine C* Funktion und ein Extremum der
Funktion

b

f: X =R, flz) = /L(m(t),a’:(t))dt

Dann sind die folgenden Euler-Lagrange Gleichungen erfillt:

d oL : oL .
@m(x(t)i,x(t)i) = 520); (z(t)s, (t);) = 0

mit i = 1,...,n t € (0,1). x(t);,&(t); sind dabei die i-ten
Koordinaten der Funktionen x(t) bzw. &(t). L ist die Lagrange-
funktion.

Energieerhaltung Sei xz(t) eine Losung der Euler-Lagrange
Gleichungen; dann gilt:

E(z(t)) = const.
wobei E(x(t)) die Energie ist.
Unabhangigkeit der Lagrangefunktion von t Falls die La-

grangefunktion nicht von t abhangig ist, so gilt fiir jede Losung
x(t) der Euler-Lagrange Gleichungen:

)
it

E(z(t)) = (x(t),z(t)) - &(t) — L(x(t), £(t)) = const.

~

19 Implizite Funktionen

19.1 Implizites Funktionentheorem
19.1.1 Diffeomorphismen

Eine Funktion f : U — V wobei U C R™ und V' C R" offene
Teilmengen sind heisst C*-Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist
und sowohl f wie auch f~! k-mal stetig differenzierbar sind.

Lokaler Diffeomorphismus Ist det(df) > 0, also df invertier-
bar, so ist df bijektiv und f ein lokaler Diffeomorphismus.



Diffeomorphiesatz Ist f € C'(R™;R™) ein lokaler Diffeme-
orphismus und f zusdtzlich injektiv, so ist f ein (globaler) cl-
Diffeomorphismus

Definition Homoomorphismus f: U — V ist stetig, bijektiv
und f~! ist ebenfalls stetig <= f ist ein HomGomorphismus

Diffeomorphismen aus Homoéomorphismen Sei [ €
C*(U,V) homoéomorph und df bijektiv —> f ist ein
C'—Diffeomorphismus.

19.1.2 Zeige, dass eine Abbildung ein Diffeomor-

phismus ist

Man unterscheide folgende Aufgabentypen:

e Der endlich-dimensionale Vektorraum Vst
vorgegeben als V =R" mitn=1,...,n
1. Berechne det(df) und {Uberpriife, dass

det(df) > 0 ist = f ist ein lokaler Dif-
feomorphismus

2. Versichere, dass f injektiv ist, indem fol-
gende Definition der Injektivitat verwendet
wird (stumpfsinniges einsetzen):

f(@1) = f(z2) = 21 =122

3. Es folgt: f ist ein Diffeomorphismus

e Der gegebene endlich-dimensionale Vektorraum V'
ist nicht R™, das heisst V = X

1. Berechne die Umkehrfunktion von f indem
f(z) = y nach y aufgeldst wird

2. Versichere, dass die Umkehrfunktion alle fol-
gende Gleichungen erfiillt:

() f(F W) =y
(i) f7H(f(x) =2

3. Zeige, dass df existiert:

L (@ — lim L) = 1(@)

< 0
h—0 h

4. Zeige, dass df stetig ist
5. Es folgt: f ist ein Diffeomorphismus

19.1.3 Satz der Umkehrabbildung

Sei f € CY(R™;R"™),z € R™, und sei df(z) : R" — R" bijektiv;
dann existiert eine offene Umgebung U C R"™ von z, so dass
f:U — f(U) ein C*'-Diffeomorphismus ist.

Lemma zur Umkehrabbildung eines Diffeomorphismus Sei

f:U — V ein C'-Diffeomorphismus und f € C*; dann folgt

ffl € Ck:
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Offenheitssatz Ist die Ableitung df der Funktion f €
C'(R™;R™) bijektiv, also invertierbar Va € U, so ist f(U) of-
fen.

19.1.4 Satz von der impliziten Funktion

Sei f € C*R" x R™;R™),
(z0,90) € R" x R™
ist, dann folgt:

(z,y) — f(z,y). Wenn fiir
f(2o,%0) = 0 und dy f(zo,y0) bijektiv

JU CcR",V CR",g€ Ck(U;V) so dass
g(zo) =yo und f(z,y) =0<+=g(x) =y VzeR" yecR™

(20,Y0) nennt man dabei eine Referenzlésung. Zusatzlich gilt fiir
die Ableitung von g

dg(x) = —(dyf(x.,g(x)))_ldwf(x,g(x))

Ist die Ableitung bijektiv, so ist die Abbildung f in einer lokalen
Umgebung bijektiv.



19.1.5 Beispiel: Anwendung Implizites Funktionen

Theorem

22+ uy+e’ =0

2+ u? —uv=>5

Zeige:  3C'-Funktion (z,9) ~  (u(z,y),v(u,)
in offener Umgebung von (2,5) € R? so dass
w(2,5) = —1,0(2,5) = 0 gilt
1. Setup:
F:R*xR*> >R’
2 v
r°+uy+e
((‘Tay)v (u,v) )HF(x,y,u,v):
N——~ 2
2te Variable 2z +u” —uwv

2. Referenzlosung priifen

22 541 0
~1,0) = =

22 +1 5

F(2,5,

3. Ableitung nach der 2ten Variable

doF = ou ov | _ y
on R | |,
ou  Ov

4. Referenzlosung einsetzen
5 1
dyF(2,5,—1,0) =
2,1

5. Determinante # 0 priifen det(d2F(2,5,—1,0)) =
7# 0= daF(x0, Y0, u(zo, yo), v(x0,v0)) ist invertierbar
6. Impliziten Funktionensatz verwenden 3U C R?
offene Umgebung um (2,5) € R? und g : U = R? dif-
ferenzierbar mit F'(z,y, g1(x,y), g2(x,v)) = (0,5)

7. Falls n6tig Ableitung von g(x) berechnen

19.2 Untermannigfaltigkeiten des R™
19.2.1 Untermannigfaltigkeit des R™

Eine Teilmenge M C R™ heisst d-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit, falls fir alle Punkte p € M eine Umge-
bung U C R™ von p ein C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V, wobei
V C R" offen ist existiert mit

oM NU)c (REx {0} NV

Kartengebiet: M NU

Karte: ¢;:U; =V,

19.2.2 Reguldrer Wert

Sei f € C*(R™;R™). Ein Punkt y € R™ heisst regulirer Wert
von f, falls df(z) surjektiv ist Vz € R™ mit f(z) =y

19.3 Bestimme Werte

regulare einer

Funktion

Sei f: X — Y gegeben, fiir welche die regularen Werte
berechnet werden sollten

1. Berechne df

2. Versichere, dass df surjektiv ist, also vollen Rang
hat

3. Bestimme fiir welche Werte k; € X df(k;) = 0
ist. k; sind dabei keine regularen Werte

4. Die reguldaren Werte von f ist die Menge Y \
{f(kl)a acag f(ks)}
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19.3.1 Satz vom reguldren Wert

Sei f € C*(R™;R""?) und sei y € R"~ ein regulirer Wert von
f; dannist M = f~'(y) eine d-dimensionale (d = dim(R") —
dim(R"~%)) C*-Untermannigfaltigkeit von R"

Surjektivitdt von df df ist surjektiv <= df hat vollen Rang

19.3.2 Tangentialraum

Sei M C R"™ eine Untermannigfaltigkeit, p € M und f €
C*(U;R™ %), U eine Umgebung von p, so dass MNU = f~!(y)
fiir einen reguliren Wert y € R"~% von f, so ist

T, M = ker(df(p)) = TuM = {v € X | df(z)v = 0}



19.4 Zeige, dass eine Menge M eine Un-

termannigfaltigkeit ist

Sei eine Menge M = {z € X | P(z)} gegeben, fir
welche gezeigt werden muss, dass eben diese eine Unter-
mannigfaltigkeit von X ist.

1. Definiere eine Funktion f : X — Y so, dass
M = f~!(c) gilt mit ¢ € Y. Verwende dazu die
Eigenschaften aus der Mengendefinition von M:

(i) Die Menge M definiert immer eine oder
mehrere Eigenschaften fiir ihre Elemente.
Beispiel: Alle Elemente der folgenden Menge
M besitzen zwei Eigenschaften: M :=
{(,y) e X XY | [lzf| = 1, [ly — «f| = 1}

(ii) Die Eigenschaften werden durch Gleichungen
ausgedriickt. Die Anzahl Gleichungen bes-
timmt die Dimension der Bildmenge Y von
f-

(iii) Setze alle s Gleichungen von M g¢; = ¢;, so
dass f(z) =g=c<= M = f~(c)

Tipp: Es ist iiblich ¢ = 0 zu wahlen, so dass
flx)=9g=0+<= M = f1(0) gilt.

2. Uberpriife df(x) auf Surjektivitit indem versichert
wird, dass df(z) fiir alle x € M stehts vollen Rang
besitzt oder im Falle des Gradienten V f(x) dieser
nie schwindet.

Tipp: Bestimme fiir welche Werte k& df ver-
schwindet, also df = 0 ist. Hat man diese Werte
gefunden, so sollte man lberpriifen, dass fiir alle k
gilt: k¢ M

3. Ist df(z) surjektiv Vo € M, folgt aus f(z) = ¢
und der Definition des regularen Wertes, dass c ein
regularer Wert ist

4. Aus dem Satz vom reguldren Wert folgt nun, dass
M = f~!(c) eine (dim(X)—dim(Y"))-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von X ist.

19.4.1 Beispiel: Zeige, dass M eine Untermannig-
faltigkeit von R> x R? ist

Zu zeigen sei, dass M := {(z,y) € R®* xR® | ||z| =
1,|ly — || = 1} eine Untermannigfaltigkeit des R® x R®
ist.

1. Man wahle ¢ = 0 und definiere daher
[l]|* — 1 0

flz,y) = =
ly — | -1 0

Elemente der Menge M besitzen zwei Eigen-
schaften, daher ist f definiert als f : R®xR3 — R?.
Es ist nun zu zeigen, dass M = f~'(0) eine Unter-
mannigfaltigkeit ist

2. Die Ableitung von f ist

—2(y—z)" 2(y—=z)"

0 22T

df(z,y) =

Die Matrix df besitzt einen vollen Rang, und ver-
schwindet nur fiir k = (0, 0), was genau unserem ¢
entspricht.

3. Aus der Definition von M sieht man, dass (0,0) &
M und f(z,y) = (0,0). Aus der Definition des
regularen Wertes folgt nun, dass ¢ = (0,0) ein
regularer Wert ist

4. Aus dem Satz vom regularen Wert folgt, dass M =
f71(0) eine 4-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R3 x R3 ist.

19.4.2 Tipp: Driton’sches Lemma 2

Sei g : R* = R und g > 0. Definiere f := \/g; dann gilt
(i) Kritischen Punkte von f = kritische Punkte von g
(ii) Minima von f = Minima von g

(iii) Maxima von f = Maxima von g

25

19.5 Extrema unter Nebenbedingungen:

Lagrange-Multiplikator

1. Lese die Funktion f : R™ — R welche optimiert
(maximieren oder minimieren) werden sollte und die
Nebenbedingung g(z) = ¢ ab.

2. Zwischenbemerkung: Die Lagrangefunktion ist
definiert als A(z,\) = f(z) + X - (g(a:) - c).
Das Optimierungsproblems mit einer Nebenbedin-
gung entspricht jetzt einem lokalen Extremum der
Lagrangefunktion, welches iiber das folgende Gle-
ichungssystem nach Lagrange bestimmt werden
kann.

3. Stelle das folgende Gleichungssystem nach La-
grange auf:

Vf(xz)+AVg(z) =0

g(z) =0

Beachte: In den meisten Fallen handelt es sich
um ein nichtlineares Gleichungssystem

4. Bestimme zuerst A

5. Lose das Gleichungssystem nach zi,...,x, auf.
Die Losung des Gleichungssystems ist die Extremal-
stelle £ mit den Koordinaten k1,..., k,

6. Werte f an der Stelle k aus, und beachte folgendes
zum Ergebnis von f(k):

e [k ist ein Minimum der Lagrangefunktion —-
f(k) ist Minimum von f

e [k ist ein Maximum der Lagrangefunktion —
f(k) ist Maximum von f

Beachte: 2° =c <=2 =+yc = f(Ve)ist
ein Maximum der Funktion f und f(—+/c) ist ein
Minimum der Funktion f




Mehrere Nebenbedingungen Sei wieder f : R" — R. Weiter
seien s voneinander unabhangige Nebenbedingungen g;(z) =
0, ¢=1,...,svorgegeben; dann ist das Gleichungssystem nach
Lagrange wie folgt definiert:

)+ Z VAigi(z) =0

gi(x) =0

gs(z) =0

19.5.1 Beispiel: Grosstes Volumen eines in einem

Ellipsoid einbeschriebenen Quaders

Man bestimme den achsenparallelen Quader grossten Vol-
umens, der dem Ellipsoid

y2 22

5, 2
E::(xayaZ)ER ‘§+b2 2*

einbeschrieben ist.

1. Lese die zu maximierende Funktion und die
Nebenbedingung ab:

f(z,y,2) = 8xzyz (Volumen des Quaders)

— f ist zu maximierende Funktion

x2 y2 22

9(x,y,2) = — + ol -l- — =1 (Nebenbedingung)

2. Stelle das Gleichungssystem nach Lagrange auf:

2
8yz = A=
a
2
8xz :)\b—g
2
8y :A—s
2 2 2 ¢
¢yt oz
Stttz -1 =0

Es handelt sich hierbei um ein nichtlineares Gle-
ichungssystem.

3. Lose das Gleichungssystem nach x, y, z auf, um die
Extremstelle k& zu bestimmen:
V3a V/3b _ i\/gc

_ Y y=+3=" —
* 3 3 “ 3

Da wir am Maximum interessiert sind, ist k definiert
als
\[a \/7) \/’C

Sl

4. Werte f an der Stelle £ aus um das gewiinschte
Maximum zu erhalten:

V3a /3b 3¢ abe
53075,
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20 Mehrfache Integrale
20.1 Jordansche Nullmenge

Eine Teilmenge A C R" heisst Jordansch Nullmenge wenn es fiir
jedes £ > 0 endlich viele offene Quadr Wy,...,W,, € R" gibt,

s.d.
Ac U W, Z Voly, (W,

v=1

20.2 Jordan-messbar

Eine beschrankte Teilmenge B C R"™ heisst Jordan-messbar wenn
ihr Rand 0B eine Jordansche Nullmenge ist

20.2.1 Eigenschaften Jordanscher Nullmengen

e Jede Jordansche Nullmenge ist beschrankt

e Jede endliche Vereinigung Jordanscher Nullmengen ist
wieder Jordansche Nullmenge

e Ist B ¢ R™ ! eine beschrinkte Menge, so ist die Menge
A:= Bx{0} Cc R" ! xR = R eine Jordansche Nullmenge

e Sei Q C R" ein achsenparalleler, offerne Quader. Dann ist
0Q eine Jordansche Nullmenge

e |st A Jordansche Nullmenge, dan ist auch ihr Abschluss A
Jordansche Nullmenge

20.3 Eigenschaften Riemann-Integral

B C R™ kompakte Teilmenge mit P(B) # @ und f,g: B— R
Riemann-Integrierbar

(i) max{f, g}, min{f, g}, |f| sind Riemann-Integrierbar

(i) I/;fl < /B 1 < 1 l[Vola(B)

20.4 Transformationssatz

Es sei Q C R? eine offene Menge und ®: Q — ®(2) ¢ R? ein
Diffeomorphismus. Dann ist die Funktion f auf ®(2) genau dann

integrierbar, wenn die Funktion x — f(®(z)) |det( d®(z) )
——"
Jacobi-Matrix



auf € integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

iy dy—/f )) |det(D®(x))] da
(Q)

20.5 Wichtige Transformationen
20.5.1 Polarkoordinaten

T T COS (p1 COS P3... COS Pp_1
To 7 81N (1 COS Y3... COS Yp_1
T3 7 Sin Y9 COS P3... COS P —1
f(7’7801»~~~,80n—1)3 —
Tp—1 7 81N Y2 COS Y1
Ty rsin Y, —1

det(df(ra P1ye-- a(pnfl)

n—1
)= [r| - T cos" " (on)
k=2

Ellipsoid Jeder Eintrag des Vektors enthalt ein Vorfaktor
a,b,c,...

Falln =2 Sei I C[0,00) und K(I)
Kugelschale

={x eR||z|| € I} die

|t dwe = [ [ froosgrsing) rdgdr
K(I) JIJ[—m7

Fall n =3 Sei I C[0,00) und K(I)
Kugelschale

={x eR|||z|| € I} die

/ f(z) d(z)
K(I)

F(Ps(r, 0, 1/))) -cosp dy dedr

s

1¢£
2 2

mit
7 COS (¢ COS P 1

Ps(r,p,¢) = 7 sin  cos T2

rsiny 3

20.5.2 Zylinderkoordinaten

T COS T
rsinp | = |y

z z

oz, y,z)
o(r, ¢, z)

/ flx)dx = / / flrcosp,rsing, h)-r drdedz
B [0sr] J[0;27] J[0;R]

20.6

det =r

Iterierte Integrale

/eygd(fv,y),

C={(z,y) R |z < |yl <1}

c
— 1<yl <1, —fyl<|a[ <[yl
-1 |yl
== /edexdy* / / ey2d1‘dy
L —lyl
1 —1-y
//ey dady + //ey dady

0 —y

0<y<l = |y|l=y —1<y<0= |y|=—y

20.7 Schwerpunkt

Im Existenzfall ist der Schwerpunkt S = (s1,...,
durch die Koordinaten

Sp) definiert

1
K
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21 Integration iiber Untermannig-

faltigkeiten

21.1 Volumenelement
21.1.1 Lange einer Kurve

Sei v € C*([a, b]; R™); dann ist v

b
- [

21.1.2 Volumen eines Parallelepipeds

rektifizierbar und es gilt

nq(A) = 4/det(AT A)

21.2 Gramm’sche Determinante

9% (@) = det( ¢'(x)" () )

Masstensor von v in ©

21.3

Sei f: M — R eine stetige Funktion auf einer d-dimensionalen
C'-Untermannigfaltigkeit M. Sei ¢ : V. — M N U eine
Parametrisierung und M N U ein Kartengebiet; dann ist

| ras- /f

MNU

Integral uiiber ein Kartengebiet

(x)dz

das Integral von f (ber das Kartengebiet M NU

21.3.1 d-dimensionaler Flacheninhalt

Ist die Funktion 1 iiber M N U integriertbar, so heisst der Wert

des Integrals
/ 1-dS:/\/g¢(x)dx
\%

MNU

vd(MﬂU) =

d-dimensionaler Flacheninhalt oder auch d-dimensionales Volu-
men von M NU.



21.4

Es sei h € C*(Q;R) eine Funktion auf einer offenen Menge
v C R™ L Ty, ihr Graph und 9 : Q — IT', die Parameterdarstel-
lung

Integration tiber einen Graphen

xT

= r e

P() :

h(z)

Fir die Gramm'sche Determinante gilt dann

V9 (@) = V14 [IVh(2)|?

Das Integral einer Funktion f tber den Graphen I'j, berechnet
sich durch

/de:

Tn

[ 16w bie) VIF VR Fae
Q

21.4.1 Flacheninhalt des Graphen T';,

Un—1(Th) = / V14 ||Vh(2)|Pdz

Q

21.5 Wichtige Parametrisierungen
21.5.1 Volumentrick
Wird die lineare Abbildung f :"—™ durch eine m x n Abbil-

dungsmatrix A reprasentiert und S C" eine messbare Teilmenge,
dann gilt
Vol(f(5)) = |detA| Vol(S)

Beispiel Siehe Parametrisierung fiir Ellipsoid

21.5.2 2-Sphare

Dies ist die Oberflache der 3-dimensionalen Kugel
S2.={zcR¥||lz—z||=r} 2€R?
Parametrisierung:

x cos(¢p) cos(d)
(O, 0) =1y | =7 cos(e)sin(d)
z sin(y)

it <0< T<p<t
mi -7 T - = —
2 =¥=72
97(0,¢) = % cos(yp)
Merke: diese Parametrisierung ist fiir die geschlitzte Sphare

S2\ A mit A:={(2,0,2) € S? | 2 <= 0} (Meridian), wobei A
eine Jordan Nullmenge ist.

21.5.3 Halbsphire

Dies ist die Oberflache einer halben 3-dimensionalen Kugel
S2 i={x eR®|||z|]|=1,2 >0}
Parametrisierung:

v :[0,1] x [0,27] — S%
T COS

(r,o) = | rsin %)

V1—1r2

21.5.4 Thorus

Algebraische Gleichung fur R > r > 0:

(\/x2+y2 —R)2+z2 =r?

Mogliche Parametrisierung:

x (R + 1 - cos(p)) cos(t)
YEp) =y | = | (R+r-cos(p))sin(t)

z r - sin(p)
mit (0<r<a) 0<p<2r 0<t<2r

Vg (t,p) =rR+ r? cos(p)
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21.5.5 Paraboloid

Algebraische Gleichung:

@ +y’ =z,
Mogliche Parametrisierung:
x
’Y(,ra 90) = Yy -
z
mit 0<r<i1 0<p<2r




21.5.6 Ellipsoid

2 2

L 2—2 = 1} wobei a, b, ¢ die Hal-
c

2
3, X

E:={(x,y,2) € R?| 2T e

bachsen (vom Ursprung entlang der Achsen bis zum Rand von

E) sind

Parametrisierung:

x Vacos psin
Y0, ) = y| = | Vbsinpsing
z \/ccosd

Diese Parmetrisierung erhalt man aus den Kugelkoordinaten; es
gilt:

vVa 0 0
Vol(E) = f(S)=det|| 0 b 0 || Vol(S)
0 0 e

S:  Sphare

Lineare Abbildung, die eine Kugel S in ein Elip-
soid E transformiert

A:  Abbildungsmatrix der linearen Abbildung f

2 2 2
Herleitung der Abbildungsmatrix A E={—+>—+4+ — <
a c

b
r} Subst- B _ {#2 +7? + 2% < r}. Dabei wurde folgende Substi-

tution verwendet

1
T=—x<=>+Vat=x vcKickE

Vva
= (1,0,0) - (/a,0,0)
Beschreibung von z = \/aZ in Bezug auf f(S): Wir nehmen

einen Punkt x auf der Sphare S und verformen diesen, so dass
er auf dem Ellipsoid E landet. A sieht also wie folgt aus:

A = diag(v/a, Vb, /)

21.5.7 Aligemeine Rotationsflache

R = {(2.y,2) € B |22 432 = 12(2), 2 €I}
N :={(z,9,2) € R, |z =r(2),y =0} (Nullmeridian)

(z

R, \ N besitzt die Parametrisierung

x r(2) cos(p)
V(2 ¢) y | = | r(2)sin(y)
z z
mit z € I°\ A, 0<p<2r

V9 (z,0) = r(2)\/ 1+ (7 ()

Daraus ergibt sich eine Formel fiir die Rotationsflache :

voR, = Qﬂ/lr(z)\/r/Q(z) dz

21.56.8 Tipp: Parametrisierung

2+ y2 < r bedeutet, dass r sich verandert und in die
Parametrisierung als Variable miteinbezogen werden sollte
(r € [a,b]) und deshalb iber f(¥(r,...))drd... integri-
ert werden sollte. z° +y2 = r stattdessen bedeutet, dass
r ein fester Wert ist und deshalb nicht dariiber integriert
werden sollte.
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21.6 Vorgehen: Integration iiber Unter-

mannigfaltigkeiten und Graphen

Folgende Aufgabentypen sind zu unterscheiden:

e Berechne die Oberfliche einer Menge L. Unter-
scheide dabei folgende Falle:

— Bei L handelt es sich um eine Untermannig-
faltigkeit

= vq(L) ::L/1~dS:V/\/gT(x)dx

— Bei L handelt es sich um einen Graphen G
einer Funktion f : M — X, wobei M eine
Untermannigfaltigkeit ist

— (M) = /1~dS

M
:/1~\/1+||h(:1c)||2dx
Q
:/ g% (z)dz
1%
mit ¢ = ’
h(x)




Berechne das Integral der Form /f(x)dS tiber eine

K
Menge K. Unterscheide dabei folgende Falle:

— Bei K handelt es sich um eine Untermannig-
faltigkeit

=>/de /f

— Bei K handelt es sich um einen Graphen:

= /de:/de

:/th ) VIF VA Pdz
:/f

mit ¢ =

(x)dz

(z)dz

T

h(x)

21.6.1 Beispiel: Oberflache eines Graphen berech-

nen

Berechne die Oberflache des Graphen der Funktion

f:{(x,y)€R2 | £L'2+y2§1}_>]R
f(z,y) = 1 + cosh(y/22 + y2)

1. Wahle eine Parametrisierung 1 wie folgt:

r cos(ip)

Y(r,o) =1 rsin(p) r<1, ¢€|[0,2n]

1 + cosh(r)

2. Berechne die Gramm'sche Determinante und ziehe
die Wurzel:

g% (x) = r cosh(r)
3. Rechne das Oberflachenintegral des Graphen aus:

/f(ff,y)d5=/ g% (x)dx
G

2m

1
= //rcosh )drdy = 27 (sinh(1) — cosh(1) — 1)
00

21.7 Der Integralsatz von Gauss

Sei 2 C R™ eine offene Teilmenge mit einem stetig differenzier-
barem Rand, das heisst 9Q sei eine C*-Untermannigfaltigkeit.
Sei v : 900 — R" das aussere Einheitsnormalenvektorfeld an 02;
dann gilt fiir die Funktion f € C*(;R")

[avs@av) = [, vw)dse)

Q o0
mit divf := Z g)fl
T
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22 Sonstiges
22.1 Korper: Volumen und Oberflachen

22.1.1 Kreis
Flache
A=nr
Umfang
U =2nr
22.1.2 Kugel
Volumen X
4re
V =
3
Oberflache
O = 4xr?
22.1.3 Zylinder
Volumen
V=G-h

G: Grundfliche; ist meistens Kreis: G = 7r?

h:  Hohe

Oberflache
O=U-h+2-G

G: Grundfliche; Kreisfliche: G = 7r?
h: Hohe

U: Umfang der Grundflache; Kreisumfang: U = 27r

22.2 Binomialkoeffizienten

k .
n\ n+l—j n!
<k>H J k- (n—k)

Jj=1




22.3 Betragsfunktion

definiert durch

2] z firxz >0
€Tl =
—x furxz <0

22.4 Euklidischer Abstand zu einem Punkt

Der euklidische Abstand zu einem Punkt ¢ = (¢1, ¢, - .-

V= a2 e @)+ @ )2

22.5 Mitternachtsformel

—b+Vb% — dac
o= —"7 "
’ 2a

22.6 Quadratische Erganzung
1. y=az® + bz +c

b
2. y:a(x2+x>—|—c

a
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3. y:a<x2—|—bx+(
a

2 b\ 2

) - ()

5. yza(w—i—

v ()

+c




