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Typen von PDG

• utt + uxx = f(x) + g(t)

– u(t, x) = upartikulär(x, t) + uhomogen(x, t)

– Verwende Separationsansatz mit u(t, x) = v(t) + w(x):

vtt + uxx = vtt = g(t)

wtt + wxx = wxx = f(x)

– Wenn nur eine partikuläre Lösung benötigt wird, kann man bspw. alle Konstanten Ci gleich 0 setzen

• utt − c2uxx = 0 (Normalwellengleichung) mit den Anfangsbedingungen

u(x, 0) = f(x)

ut(x, 0) = g(x)

x ∈ (−∞,∞)

– Verwende die Formel von d’Alembert für die Lösung u(x, t):

u(x, t) =
1

2
[f(x+ ct) + f(x− ct)] +

1

2c

x+ct∫
x−ct

g(s)ds

• uxy + ux = 0

– Verwende Substitution v := ux

1. Die PDG lautet neu
vy + v = 0

2. Anhand der Separation der Variablen erhalten wir

v(y) = ce−y

3. Rücksubstitution und Variation der Konstanten liefert

ux(x, y) = C(x)e−y

4. Für die Lösung von u folgt nun

u(x, y) = e−y
∫
c(x)dx+D(y) = e−yC(x) +D(y)
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• Cauchy Problem: {
PDG: a(x, y, u(x, y)) · ux + b(x, y, u(x, y)) · uy = c(x, y, u(x, y))

AB: u(x0(s), y0(s)) = u0(s)

– Verwende Methode der Charakteristiken

1. Bestimme die Charakteristiken indem das folgende System von linearen DGL gelöst wird (genannt
charakteristische Gleichungen):

x(t, s)t = a(x, y, u(x, y))

y(t, s)t = b(x, y, u(x, y))

z(t, s)t = c(x, y, u(x, y)) (auch u(t, s) möglich)

2. Bestimme die Konstanten anhand der angegebenen Anfangsbedingungen:

x(0, s) = x0(s)

y(0, s) = y0(s)

z(0, s) = u0(s)

3. Verwende die Charakteristiken um t, s durch x, y auszudrücken

4. Die Lösung lautet u(x, y) = z(t(x, y), s(x, y))

– Wertebereich von x, y

∗ Der Wertebereich von x, y (oder t, s) kann über die Angaben zu t, s (oder x, y) in den Anfangs-
bedingungen und der Lösung u(x, y) bestimmt werden. Wichtig: x zeigt auf t und y auf s, da
u(x, y) = u(t(x, y), s(x, y)) gilt.

Beispiel: Sei die Anfangsbedingung y(0, s) = sin(s) mit s ∈ [0, π] gegeben (zu t wird keine Aussage
gemacht). Da sin(s) ≥ 0 ∀s ∈ [0, π] folgt sofort y ≥ 0 und da für t keine Restriktionen definiert

wurden in den Anfangsbedingungen gilt x ∈ R. Die Lösung lautet u(x, y) =
1√

x2 + y2
daher ist u

im Gebiet Ω := {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0, (x, y) 6= 0} eindeutig definiert.

• uy + F (u)x = 0 (Erhaltungssatz) mit den Anfangsbedingungen

u0(x) =

{
ul, x ≤ α

ur, x > α

α ∈ R

– Fall 1: ul 6= ur ∧ ul 6< ur

∗ Es handelt sich um eine Stosswelle und es gilt:

u(x, y) =

{
ul, x ≤ γ(y)

ur, x > γ(y)

∗ Die Stossfront γ(y), an welcher sich die Charakteristiken schneiden berechnet sich durch

γ(y)y =
F (ul)− F (ur)

ul − ur
AB: γ(0) = α

=⇒
∫
γ(y)y dy =

∫
. . .

Verwende AB um Integrationskonstante zu bestimmen

– Fall 2: ul < ur
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∗ Es handelt sich um eine Verdünnungswelle und es gilt:

u(x, y) =


ul x ≥ F ′(ul)y

(F (
x

y
)′)−1 F ′(ul)y < x ≤ F ′(ur)y

ur x > F ′(ur)y

• Beliebige PDG mit inhomogenen Randbedingungen

u(0, t) = a

u(L, t) = b

a, b ∈ R

1. Bestimme die von t unabhängige stationäre Lösung u∗(x) der gegebenen PDG. Setze dazu u ∗ (x) in die
PDG ein und löse die neue PDG (u∗t = u∗tt = 0 da unabhängig von t)

2. Verwende nun den Ansatz u(x, t) = v(x, t) + u∗(x) ⇐⇒ v(x, t) = u(x, t) − u∗(x) und definiere das
Problem neu (PDG, Randbedingungen, Anfangsbedingungen)

– Kontrolle: Nach der Neudefinition sollten die Randbedingungen homogen sein

PDG und Separationsansatz

• Verwende den Ansatz u(x, t) = X(x)T (t) für folgende PDG:

– ut = Duxx

– ut = uxx + αux

– utt = 4uxx

Klassifikation

• Linear: Nur u, ux, uy, . . .
Beispiel (Laplace Gleichung): ∆u = uxx + uyy + uzz

• Semilinear: u· etwas
Beispiel: ut − 6uux + uxx = 0

• Quasilinear:

Lineare PDG zweiter Ordnung in zwei Variablen

Klassifikation

L[u] = auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g

Bemerkung: a, b, c, d, e, f können Funktionen von x und y sein

Diskriminante

D = b2 − ac
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Einordnung

Diskriminante D Typ Normalform Bemerkung

> 0 hyperbolisch wrs + L1(w) = G(r, s) Braucht AB und evtl. RB

= 0 parabolisch wrr + L1(w) = G(r, s) Braucht RB und AB

< 0 elliptisch wrr + wss + L1(w) =
G(r, s)

Braucht RB

L1 ist der Differentialoperator erster Ordnung. Dies bedeutet, dass an dieser Stelle am Schluss wr und/oder ws stehen
sollten.

Normalform, Koordinatentransformation

Allgemeine Transformation

x = x(r, s)

y = y(r, s)

u(x(r, s), y(r, s)) = w(r, s)

Lineare Transformation

r(x, y) = ax+ by

s(x, y) = cx+ dy

ad− bc 6= 0 (Determinante ungleich null)

Polarkoordinaten

x(r, ϕ) = r cos(ϕ)

y(r, ϕ) = r sin(ϕ)

r =
√
x2 + y2

Familien von Charakteristiken

Wird reelle Transformation verlangt, so kann man die folgenden Familien der Charakteristiken verwenden (siehe
Beispiel in Kapitel zu Beispielen):

dy±
dx

=
b±
√
b2 − ac
a

Wichtige DGLs

• Ẍ(x) = 0 =⇒ X(x) = Ax+B

– Bemerkung: Diese Lösung liefert nur die triviale Lösung A = B = 0 für homogene Randbedingungen und
ist daher in den meisten Fällen uninteressant

• Ẋ(x) = X(x) =⇒ X(x) = c1e
x

– Herleitung: Ẋ(x) = X(x) ⇐⇒
∫

dX(x)

dx
/X(x)dx =

∫
1dx ⇐⇒ ln(X(x)) = x + c1 ⇐⇒ X(x) =

ec1+x ⇐⇒ X(x) = ec1 · ex ⇐⇒ X(x) = c2e
x
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• Ẍ(x) = λX(x)

– Fall λ = −ω2 < 0 =⇒ A cos(ωx) +B sin(ωx) = Ceiωx +De−iωx

∗ Mit homogenen Randbedingungen erhalten wir A = 0 und B 6= 0 mit ωk = nπ wobei k aus der
homogenen Randbedingung u(x = L, t) = 0 stammt.

– Fall λ = ω2 > 0 =⇒ A cosh(ωx) +B sinh(ωx) = Ceωx +De−ωx

∗ Bemerkung: Diese Lösung liefert nur die triviale Lösung A = B = 0 für homogene Randbedingungen
und ist daher in den meisten Fällen uninteressant

• aẌ(x) + bẊ(x) + cX(x) = 0, a 6= 0. Das charakteristisches Polynom lautet: aλ2 + bλ + c = 0. Seien λ1,2
die Nullstellen des Polynoms; dann gilt:

– λ1,2 ∈ R und λ1 6= λ2 =⇒ X(x) = c1e
λ1x + c2e

λ2x

– λ1,2 ∈ R und λ1 = λ2 =⇒ X(x) = (c1 + c2x)eλ1x

– λ1,2 = α± iβ, β 6= 0 =⇒ X(x) = (c1 sin(βx) + c2 cos(βx))eαx

• x2Ẍ(x) + xẊ(x)− n2X(x) = 0 (Eulersche DGL)

– Falls n = 0 möglich ist muss man die DGL für die Fälle n = 0 und n 6= 0 lösen

∗ Fall n 6= 0 =⇒ Ansatz: X(x) = Kxα, K = const.

∗ Fall n = 0 =⇒

• Ẍ(x) +
1

x
Ẋ(x)− n2

x2
X(x) = 0

– Ansatz: g(x) = xX(x)
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Beispiele

Normalform durch lineare Koordinatentransformation

Aufgabe: Bringe die Gleichung
uxx + 4uxy + ux = 0

durch eine lineare Koordinatentransformation auf ihre Normalform

1. Lineare Koordinatentransformation:

r(x, y) = ax+ by

s(x, y) = cx+ dy

mit der Bedingung, dass ad− bc 6= 0 gelten muss (Determinante!)

2. Diskriminante D = b2 − ac = 4 > 0 =⇒ hyperbolische PDG

3. Es gilt w(r(x, y), s(x, y)) = u(x(r, s), y(r, s)), also:

ux =
d

dx
w(r(x, y), s(x, y))

Kettenregel
= wr

dr(x, y)

dx
+ ws

ds

dx
= awr + cws

uxx = a2wrr + 2acwrs + c2wss

uxy = abwrr + (ad+ bc)wrs + cdwss

4. Wir erhalten also

uxx + 4uxy + ux

= awr + cws + (2ac+ 4ad+ 4bc)wrs + a(a+ 4b)wrr + c(c+ 4d)wss
!

= 0

5. Die Normalform für die hyperbolische PDG lautet wrs + L1(w) = 0, also müssen folgende Bedingungen
erfüllt werden:

c(c+ 4d) = 0

a(a+ 4b) = 0

2ac+ 4ad+ 4bc = 1

(a 6= 0 ∧ c = 0) ∨ (a = 0 ∧ c 6= 0) (Linearer Differentialoperator)

6. Wir wählen c = 0, 4ad = 1, a = −4b

7. Eingesetzt in die Determinante erhalten wir ad− bc =
1

4
6= 0
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Reelle Normalform durch Koordinatentransformation

Aufgabe: Bringe die Gleichung
uxx − xuyy = 0 x > 0

auf ihre reelle Normalform

1. Diskriminante D = 0− (−x) = x > 0 =⇒ hyperbolische PDG

2. Verwende die Familie der Charakteristiken:

dy±
dx

=
b±
√
b2 − ac
a

= ±
√
x

3. Nun können wir integrieren:∫
dy+ =

∫ √
xdx =⇒ y =

2x3/2

3
+ c1⇐⇒ y − 2x3/2

3
≡ const.∫

dy− =

∫
−
√
xdx =⇒ y = −2x3/2

3
+ c2⇐⇒ y +

2x3/2

3
≡ const.

4. Verwende nun den Ansatz:

r(x, y) = y − 2x3/2

3
(1)

s(x, y) = y +
2x3/2

3
(2)

5. Berechne die notwendigen Ableitungen ux, uy, uxx, uyy und beachte das weiterhin u(x(r, s), y(r, s)) =
w(r(x, y), s(x, y))

6. Wir erhalten also:

0 = uxx − xuyy = −4xwrs +
x

2
(ws − wr)x−3/2

7. Wir lösen das Gleichungssystem aus dem vorherigen Schritt auf und erhalten:

(1) + (2) =⇒ x3/2 =
3

4
(s− r) (3)

8. Wir können nun (3) in die PDG einsetzen und erhalten

wrs +
1

6(r − s)
(ws − wr) = 0
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Allgemeine Form der Lösungen der PDG utt = uxx

Aufgabe: Bestimme die allgemeine Form der Lösungen der PDG

utt = uxx

mit den Randbedingungen u(0, t) = 0 und u(π, t) = 0

1. Separationsansatz: u(x, t) = X(x)T (t)

2. Aus dem Ansatz folgt

T̈ (t)X(x) = Ẍ(x)T (t)⇐⇒ T̈ (t)

T (t)
=
Ẍ(x)

X(x)
= α ≡ const.

3. Wir erhalten folgendes System von gewöhnlichen Differentialgleichungen{
T̈ (t) = αT (t) (1)

Ẍ(x) = αX(x) (2)

4. Uns interessiert der Fall α = −ω2 < 0 da wir für den Fall α = ω2 nur die triviale Lösung erhalten. Es
handelt sich bei beiden Gleichungen um harmonische Oszillatoren, also erhalten wir für die Lösungen{

T (t) = A cos(ωt) +B cos(ωt)X(x) = C cos(ωt) +D cos(ωt)

5. Wir verwenden nun die Randbedingungen um die Konstanten zu bestimmen und erhalten ein Gle-
ichungssystem bestehend aus zwei Gleichungen:{

u(0, t) = X(0)T (t) = C(A cos(ωt) +B cos(ωt))
!

= 0

u(π, t) = X(π)T (t) = −C(A cos(ωt) +B cos(ωt))
!

= 0

Das Gleichungssystem ist genau dann erfüllt wenn C = 0 ist.

6. Wir setzen ω = n und erhalten für die allgemeine Lösung

u(x, t) =
∞∑
n=1

(An cos(nt) +Bn cos(nt))Dn sin(nx)

7. Die Konstante Dn können wir einschmelzen lassen und erhalten vereinfacht:

u(x, t) =
∞∑
n=1

(Kn cos(nt) + Ln cos(nt)) sin(nx)
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PDG mit inhomogenen Randbedingungen (Serie 4)

Aufgabe: Folgendes Problem sei gegeben:

PDG: ut = Duxx 0 < x < L

RB: u(0, t) = u0, u(L, t) = u1

AB: u(x, 0) = f(x)

1. Stationäre Lösung bestimmen

Wir bestimmen nun die stationäre Lösung u∗(x) und setzen ein:

u∗t = Du∗xx ⇐⇒ 0 = Du∗xx ⇐⇒ 0 = u∗xx =⇒ u∗(x) = Ax+B

Aus den Randbedingungen folgt für u∗(x)

u(0, t) = u∗(0) =⇒ u0 = B

u(L, t) = u∗(L) =⇒ u1 − u0
L

= A

=⇒ u∗(x) =
u1 − u0
L

x+ u0

2. Transformation: Problem mit inhomogenen Randbedingungen neu definieren

Wir verwenden den nun Ansatz v(x, t) = u(x, t)− u∗(x).

1. Für die PDG erhalten wir neu
vt = Dvxx

2. Für die Randbedingungen erhalten wir neu

v(0, t) = u(0, t)− u∗(0) = 0 v(L, t) = u(L, t)− u∗(L) = 0

3. Für die Anfangsbedingung erhalten wir neu

v(x, 0) = u(x, 0)− u∗(x) = f(x)− u∗(x)
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PDG zweiter Ordnung, Laplace, Koordinatentransformation (Serie 7)

Aufgabe: Sei Ω := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 > 4(= r2)} Finde die Lösung u von

∆u = 0 (x, y) ∈ Ω

u(x, y) = y (x, y) ∈ ∂Ω

lim
x2+y2→∞

u(x, y) = 0

1. Wir führen die Transformation w(r, ϕ) = u(r cos(ϕ), r sin(ϕ)) durch mit r = 2 =
√
x2 + y2 (aus

Definition von Ω wissen wir r2 = 4). Das Problem lautet neu

wrr +
1

r
wr +

1

r2
w = 0 (r, ϕ) ∈ (4,∞)× [0, 2π)

RB : w(2, ϕ) = 2 sin(ϕ) ϕ ∈ [0, 2π)

lim
r→∞

u(r, ϕ) = 0

2. Ansatz: w(r, ϕ) = R(r)F (ϕ)

=⇒ F (ϕ)R̈(r) +
1

r
Ṙ(r)F (ϕ) +

1

r2
F ′′(ϕ)R(r) = 0

=⇒

{
F

′′
(ϕ) = λF (ϕ)

r2R̈(r) + rṘ(r) + λR(r) = 0

3. Bestimme F (ϕ) indem wir nur λ = −ω2 < 0 betrachten, da die Randbedingung w(2, ϕ) = 2 sin(ϕ)
verlangt. Wir erhalten also vorerst

F (ϕ) = A sin(ωϕ) +B cos(ωϕ)

Ein Koeffizientenvergleich mit w(2, ϕ) = R(2)F (ϕ) = R(2)(A sin(ωϕ) + B cos(ωϕ)) = 2 sin(ϕ) liefert
B = 0 und ω = 1 =⇒ λ = −1 also erhalten wir

F (ϕ) = A sin(ϕ)

4. Da λ(= −1) < 0 müssen wir beim Lösen der Eulerschen DGL nur den Fall λ 6= 0 betrachten und
verwenden daher den Ansatz R(r) = rα. Einsetzen in die Eulersche DGL ergibt

[α(α− 1) + α− 1]rα = 0⇐⇒ α = ±1 =⇒ R(r) = Cr1 +Dr−1

5. Die Bedingung lim
r→∞

w(r, ϕ) = (Cr1 + Dr−1) · A sin(ϕ)
!

= 0 ist genau dann erfüllt, wenn C = 0 ist und

D kann beliebig gewählt werden.

6. Für die allgemeine Lösung w(r, ϕ) folgt also w(r, ϕ) = A sin(ϕ) · D
r

. Ein Koeffizientenvergleich mit

w(2, ϕ) = 2 sin(ϕ) = A sin(ϕ) · 1

2
liefert A = 2 (wähle D = 1, da beliebig wählbar) und die Lösung

lautet

w(r, ϕ) = 4 sin(ϕ) · 1

r

(Rücktrafo)
=⇒ u(x, y)

4y

x2 + y2

10 · Giuseppe Accaputo · www.accaputo.ch

www.accaputo.ch


PDG zweiter Ordnung, Suche nach harmonischer Funktion auf gegebenem Gebiet
mit Randbedingung

Aufgabe: Suche eine in der Kreisscheibe {(x, y) : x2 + y2 < 6} harmonische Funktion, welche auf {(x, y) :
x2 + y2 ≤ 6} stetig ist und die Randbedingung u(x, y) = y + y2 erfüllt

1. Wir suchen also eine Funktion u(x, y) welche ∆u = 0 erfüllt (harmonische Funktion)

2. Führe Koordinatentransformation durch w(r, ϕ) = u(r cos(ϕ), r sin(ϕ)) und wir erhalten neu

∆u = wrr +
1

r
wr +

1

r2
wϕϕ = 0

RB: w(r =
√

6, ϕ) = r sin(ϕ) + r2 sin(ϕ) =
√

6 sin(ϕ) + 3− 3 cos(2ϕ)

3. Wir verwenden nun den Separationsansatz w(r, ϕ) = R(r)F (ϕ) und erhalten

F (ϕ)

[
R̈(r) +

1

r
Ṙ(r)

]
+

1

r2
R(r)F

′′
(ϕ) = 0

=⇒

{
r2R̈(r) + rṘ(r) = −λR(r) = 0

F̈ (ϕ) = λF (ϕ)

4. Wir bestimmen F (ϕ). Da wir die Bedingung F (0) = F (2π) erfüllen müssen und diese nur von cos, sin
erfüllt wird, wählen wir λ = −ω2 < 0 und erhalten F (ϕ) = A cos(ωϕ) +B sin(ωϕ). Aus der Bedingung
F (0) = F (2π) erfahren wir, dass wir ω ∈ N wählen müssen, da ansonsten die Periodizität nicht erfüllt
ist und wählen ω = n. Wir erhalten

F (ϕ) = An cos(nϕ) +Bn sin(nϕ)

5. Nun bestimmen wir R(r). Da wir aus dem vorherigen Schritt wissen, dass λ 6= 0 gilt hat die zweite
DGL die Form der Eulerschen DGL und diese lösen wir mit dem Ansatz R(r) = Krα. Einsetzen liefert

(α(α− 1) + α) = −λ⇐⇒ α2 =
√
ω2 ⇐⇒ α = n =⇒ R(r) = Cnr

n

6. Wir verwenden nun den Superpositionsansatz w(r, ϕ) =
∞∑
n∈N

(An sin(nϕ) +Bn cos(nϕ))rn

7. Der Koeffizientenvergleich mit der Randbedingung liefert w(r, ϕ) =
√

6 sin(ϕ) + 3 − 3 cos(2ϕ) =
∞∑
n=1

(An sin(nϕ) +Bn cos(nϕ))rn =⇒ A1 = 1, B2 = −1

2
, B0 = 3, An = Bn = 0

8. Die Lösung lautet also

w(r, ϕ) = 3 + r sin(ϕ)− 1

2
r2 cos(2ϕ)

(Rücktrafo)
=⇒ u(x, y) = 3 + y − 1

2
(x2 − y2)
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PDG zweiter Ordnung, Laplaceoperator, Radialsymmetrischer Ansatz

Aufgabe: Man löse die Gleichung uxx+uyy = 1 in der Kreisscheibe BR(0) mit der Randbedingung u(x, y) = 0
auf dem Rand ∂BR(0).

1. Wir verwenden die Radialsymmetrie des Problems, d.h. die transformierte Lösung w ist nur von r

abhängig, also w(r, ϕ) = w(r). Es folgt also ∆u = wrr +
1

r
wr = 1

2. Wir wählen den Ansatz v(r) = rwr und erhalten vr = wr + rwrr.

3. Die originale PDG können wir auf beiden Seiten mit r mutliplizieren und erhalten rwrr + wr = r ⇐⇒
vr = r

4.

∫
vrdr =

∫
rdr =⇒ v(r) =

1

2
r2 +B

5. Da v(r) = rwr verwenden wir v(r) aus dem vorherigen Schritt und berechnen wr =
v(r)

r
=⇒

∫
wrdr =∫

1

2
r +

B

r
=⇒ w(r) =

1

4
r2 +B log(r) + C

6. Da w im Ursprung definiert sein sollte wählen wir B = 0 (log(0) = −∞)

7. Aus der Randbedingung w(R) = 0 (Rand ist der Radius) folgt, dass C =
R2

4
, also erhalten wir für die

transformierte Lösung

w(r) =
1

4
(r2 −R2)

(Rücktrafo)
=⇒ u(x, y) =

1

4
(x2 + y2 −R2)

Wichtiges zum Laplaceoperator und harmonischen Funktionen

• ∆
f

g
=

∆f

g
− f∆g

g2
+ 2f

g2x + g2y
g3

− 2
fxgx + fygy

g2

• ∆u = wrr +
1

r
wr +

1

r2
wϕϕ = 0

– Transformation:

x = r cos(ϕ)

y = r sin(ϕ)

• Bei Anwendung von Kreiskoordinaten und Ansatz w(r, ϕ) = Φ(ϕ)R(r) hat man immer die Bedingung Φ(0) =
Φ(2π)

– Beispiel: Eine Lösung sei Φ(ϕ) = A cos(ωϕ) + B sin(ωϕ). Die Bedingung Φ(0) = Φ(2π) ist genau dann
erfüllt, wenn

Φ(0) = A cos(0) +B sin(0) = A cos(ω2π) +B sin(ω2π) = Φ(2π)

⇐⇒ A = A cos(ω2π) +B sin(ω2π)

⇐⇒ ω2π = n2π, n ∈ N⇐⇒ ω = n

=⇒ Φ(ϕ) = An cos(nϕ) +Bn sin(nϕ)
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Transformierte Laplacegleichung und Separationsansatz

∆u = 0

(Trafo)
=⇒ ∆u = wrr +

1

r
wr +

1

r2
wϕϕ = 0

Separationsansatz: w(r, ϕ) = R(r)F (ϕ)

=⇒ F (ϕ)

[
R̈(r) +

1

r
Ṙ(r)

]
+

1

r2
F

′′
(ϕ)R(r) = 0

=⇒

{
r2R̈(r) + rṘ(r) = −λR(r)

F
′′
(ϕ) = λF (ϕ)

oder

{
r2R̈(r) + rṘ(r) = λR(r)

F
′′
(ϕ) = −λF (ϕ)

Maximumprinzip

Schwaches Maximumsprinzip Sei Ω ein beschränktes Gebiet, u harmonisch (∆u = 0) in Ω und stetig in Ω. Dann
wird das Maximum von u auf dem Rand angenommen.

Starkes Maximumsprinzip Nimmt eine harmonische Funktion u im Inneren ihres zusammenhängenden Defini-
tionsbereich Ω ein Maximum an, so ist u eine Konstante

Mittelwerteigenschaft

Sei u harmonisch in Ω ⊂ R2 und einer Kreisscheibe BR ⊂ Ω mit Radius R, Mittelpunkt (x0, y0) ∈ Ω und Rand
∂B = kR. Dann ist u(x0, y0) gleich dem Mittelwert von u auf dem Kreis kR

u(x0, y0) =
1

2π

2π∫
0

u(x0 +R cos(ϕ), y0 +R sin(ϕ))dϕ

Allgemeines

Integral von stückweise definierter Funktion

Sei die Funktion f : [−π, π]→ R definiert als

f(x) =


1

2d
x ∈ [−d, d]

0 sonst

⇐⇒ f(x) = χ[−d,d](x) · 1

2d
mit d ∈ (0, π]

Dann berechnet sich das Integral

∫ 3π

−3π
f(x)dx =

∫ 3π

−3π
χ[−d,d](x) · 1

2d
dx

Grenzen anpassen
=

∫ d

−d

1

2d
dx = . . .

Partielle Integration

Seien im folgenden u, v stetig differenzierbar.∫
u′ · v =

∫
(u · v)′ −

∫
u · v′

= u · v −
∫
u · v′
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∫ b

a

u′(x) · v(x) dx = u(b) · v(b)− u(a) · v(a)−
∫ b

a

u(x) · v′(x) dx

Tipp: Wähle die einfacher zu integrierende Funktion als u′ und die Funktion, deren Ableitung einfacher wird als v.

Watch out

• Wenn die Anfangsbedingung eine reine Cosinusreihe ist, dann beginnt die Reihe für die Lösung bei n = 0, da
cos(0) = 1. Bei einer reinen Sinusreihe beginnt sie bei n = 1

• Achte auf die Anfangs- und Randbedingungen. Sei u(0, y) = 1 eine inhomogene Randbedingung und u(x, 0) = 0
eine homogene Anfangsbedingung. Sei der Ansatz u(x, y) = X(x)Y (y). Dann wähle für die Lösung von Y (y)
den harmonischen Oszillator, denn dann kann man wegen der homogenen Anfangsbedingung die triviale Lösung
ignorieren.
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Fourierreihen

Fourierreihe: f(t) =
∞∑

k=−∞

cke
ik 2π

T
t =

a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos(k
2π

T
t) + bk sin(k

2π

T
t) ck ∈ C ak/bk ∈ R

Fourierkoeffizienten:
ak =

2

T

∫ T0+T

T0

f(t) cos(k
2π

T
t)dt bk =

2

T

∫ T0+T

T0

f(t) sin(k
2π

T
t)dt

ck =
1

T

∫ T0+T

T0

f(t)e−ik
2π
T
tdt

f gerade: f(t) = f(−t) bk = 0 bzw ck = c−k ∀k ak =
4

T

∫ T
2

0

f(t) cos(k
2π

T
t)

f ungerade: f(t) =
−f(−t)

ak = 0 bzw ck = −c−k ∀k bk =
4

T

∫ T
2

0

f(t) sin(k
2π

T
t)

Koeffizientenumrechnung: ck =



1

2
(a−k + ib−k) k < 0 || a0 = 2c0

1

2
(ak − ibk) k > 0 || ak = ck + c−k

a0
2

k = 0 || bk = i(ck − c−k)

Fundamentalintegrale:

∫ 2π

0

sin(kt)dt = 0 für k ∈ Z
∫ 2π

0

cos(kt)dt = 0 für k 6= 0, k ∈ Z∫ 2π

0

eiktdt = 0 für k 6= 0, k ∈ Z
∫
|z|=r

zkdz = 0 für k 6= −1, k ∈ Z

Sonstiges

cos ist gerade =⇒
cos(x) = cos(−x)

sin ist ungerade =⇒
sin(x) = − sin(x)

cos(nπ) = (−1)n sin(nπ + π/2) = (−1)n

gerade · gerade = gerade ungerade · ungerade =
gerade

gerade · ungerade =
ungerade

Kosinusreihe =⇒ gerade
Fortsetzung (Periode ver-
doppeln, bk = 0∀k

Sinusreihe =⇒ ungerade
Fortsetzung (Periode ver-
doppeln, ak = 0∀k
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2.3 Tabelle der Grund- oder Stammintegrale

C, C1, C2 : Reelle Integrationskonstanten

ð

0 dx ¼ C

ð

1 dx ¼

ð

dx ¼ x þ C

ð

x n dx ¼
x nþ 1

n þ 1
þ C ðn 6¼ � 1Þ

ð

1

x
dx ¼ ln j x j þ C

ð

e x dx ¼ e x þ C

ð

a x dx ¼
a x

ln a
þ C

ð

sin x dx ¼ � cos x þ C

ð

cos x dx ¼ sin x þ C

ð

1

cos 2 x
dx ¼ tan x þ C

ð

1

sin 2 x
dx ¼ � cot x þ C

ð

1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � x 2

q dx ¼
arcsin x þ C1

� arccos x þ C2

(

ð

1

1 þ x 2
dx ¼

arctan x þ C1

� arccot x þ C2

(

ð

sinh x dx ¼ cosh x þ C

ð

cosh x dx ¼ sinh x þ C

ð

1

cosh 2 x
dx ¼ tanh x þ C

ð

1

sinh 2 x
dx ¼ � coth x þ C

1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 þ 1

q dx ¼ arsinh x þ C ¼ ln x þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 þ 1

q
��

�

�

��

�

� þ C

1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 � 1

q dx ¼ arcosh j x j þ C ¼ ln x þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 � 1

q
��

�

�

��

�

� þ C ðj x j > 1Þ

ð

1

1 � x 2
dx ¼

artanh x þ C1 ¼
1

2
� ln

1 þ x

1 � x

� �

þ C1

€fur

j x j < 1

arcoth x þ C2 ¼
1

2
� ln

x þ 1

x � 1

� �

þ C2 j x j > 1

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

Hinweis: Im Anhang befindet sich eine ausführliche Integraltafel mit über 400 weiteren

Integralen (gedruckt auf gelbem Papier).

Z

Z

2 Unbestimmtes Integral 149
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3.1.2 Spezielle Integralsubstitutionen (Tabelle)

Integraltyp Substitution Neues Integral

bzw. Lösung

Beispiel

ðAÞ
ð

f ða x þ bÞ dx u ¼ a x þ b

dx ¼ du

a

1

a
�
ð

f ðuÞ du
ð

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

4 x þ 5
p

dx

ðu ¼ 4 x þ 5Þ

ðBÞ
ð

f ðxÞ � f 0ðxÞ dx u ¼ f ðxÞ

dx ¼ du

f 0ðxÞ

1

2
½ f ðxÞ� 2 þ C

ð

sin x � cos x dx

ðu ¼ sin xÞ

ðCÞ
ð

½ f ðxÞ� n � f 0ðxÞ dx

ðn 6¼ � 1Þ

u ¼ f ðxÞ

dx ¼ du

f 0ðxÞ

1

nþ 1
½ f ðxÞ� nþ1 þ C

ð

ðln xÞ 2 � 1

x
dx

ðu ¼ ln xÞ

ðDÞ
ð

f ½ gðxÞ� � g 0ðxÞ dx u ¼ gðxÞ

dx ¼ du

g 0ðxÞ

ð

f ðuÞ du
ð

x � e x 2

dx

ðu ¼ x 2Þ

ðEÞ
ð
f 0ðxÞ
f ðxÞ dx

u ¼ f ðxÞ

dx ¼ du

f 0ðxÞ

ln j f ðxÞ j þ C
ð

2 x � 3

x 2 � 3 x þ 1
dx

ðu ¼ x 2 � 3x þ 1Þ

ðFÞ
ð

R x ;

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

a 2 � x 2

q� �

dx

R: Rationale Funktion

von x und

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

a 2 � x 2

q

x ¼ a � sin u

dx ¼ a � cos u du

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

a2 � x 2
q

¼ a � cos u

ð
x 3

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

4 � x 2

q dx

ðx ¼ 2 � sin uÞ

ðGÞ
ð

R x ;

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 þ a 2

q� �

dx

R: Rationale Funktion

von x und

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 þ a 2

q

x ¼ a � sinh u

dx ¼ a � cosh u du
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 þ a2

q

¼ a � cosh u

ð
x 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 þ 9

q dx

ðx ¼ 3 � sinh uÞ

ðHÞ
ð

R x ;

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 � a 2

q� �

dx

R: Rationale Funktion

von x und

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 � a 2

q

x ¼ a � cosh u

dx ¼ a � sinh u du

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 � a2

q

¼ a � sinh u

ð
1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x 2 � 25

q dx

ðx ¼ 5 � cosh uÞ

3 Integrationsmethoden 151
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Tabelle (Fortsetzung)

Integraltyp Substitution Neues Integral

bzw. Lösung

Beispiel

ðIÞ
ð

R ðsin x; cos xÞ dx

R: Rationale Funktion

von sin x und cos x

u ¼ tan ðx=2Þ

dx ¼ 2

1 þ u 2
du

sin x ¼ 2 u

1 þ u 2

cos x ¼ 1 � u 2

1 þ u 2

ð
1 þ cos x

sin x
dx

ðJÞ
ð

R ðsinh x ; cosh xÞ dx

R: Rationale Funktion

von sinh x und cosh x

u ¼ e x; dx ¼ du

u

sinh x ¼ u 2 � 1

2 u

cosh x ¼ u 2 þ 1

2 u

ð
sinh x þ 1

cosh x
dx

& Beispiel

Ðp=2

0

sin 4 x � cos x dx ¼ ?

Integraltyp (C):
Ð
½ f ðxÞ� n � f 0ðxÞ dx mit f ðxÞ ¼ sin x , f 0ðxÞ ¼ cos x und n ¼ 4

Substitution: u ¼ sin x ;
du

dx
¼ cos x ; dx ¼ du

cos x

Untere Grenze: x ¼ 0 ) u ¼ sin 0 ¼ 0

Obere Grenze: x ¼ p=2 ) u ¼ sin ðp=2Þ ¼ 1

Integration:

ðp=2

0

sin 4 x � cos x dx ¼
ð1

0

u 4 � cos x
du

cos x
¼

ð1

0

u 4 du ¼ 1

5
u 5

� � 1

0

¼ 1

5
� 0 ¼ 1

5

Alternative: Die Integrationsgrenzen werden nicht mitsubstituiert, die Integration zunächst unbestimmt vorge-

nommen (Substitution u ¼ sin x wie oben). Dann wird rücksubstituiert und mit der gewonnenen Stamm-

funktion das bestimmte Integral berechnet (die Integrationskonstante darf weggelassen werden).
ð

sin 4 x � cos x dx ¼
ð

u 4 du ¼ 1

5
u 5 þ C ¼ 1

5
ðsin xÞ 5 þ C

ðp=2

0

sin 4 x � cos x dx ¼ 1

5
½ ðsin xÞ 5 � p=2 ¼ 1

5

h

ðsin p=2
|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}

1

Þ 5 � ðsin 0
|ffl{zffl}

0

Þ 5
i

¼ 1

5
ð1 � 0Þ ¼ 1

5

&

152 V Integralrechnung
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0.1 Lösungsrezept für inhomogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Allgemeine Form einer inhomogenen linearen Differentialgleichung (I):

n−1∑
k=0

(akx
(k)(t)) + x(n) = K(t) (I)

Lösungsweg:

1. Löse die zugehörige homogene lineare Differentialgleichung (H) xH(t)

(a) Setze Ansatz x(t) = eλt in (H) ein (λ ∈ C)

=⇒
n−1∑
k=0

(ak · λk · eλt) + λneλt = 0

=⇒ eλt verschwindet

=⇒ P (λ) = λn +
n−1∑
k=0

akλ
k = 0

(b) Finde Nullstellen von p(λ)(λ1, . . . , λ2) mit den zugehörigen Vielfachheiten k1, . . . , k2

(c) Dann hat (H) die Lösung

xH(t) =
r∑
l=1

k−1∑
i=0

clit
ieλl·t

2. Finde eine einzige partikuläre Lösung xP (t) von (I)

(a) Bestimme m falls K(t) folgende Form hat:

n−1∑
k=0

(akx
(k)(t)) + xn = K(t)

Beispiele: t2 · e0 =⇒ m = 1, (1 + t3) · e2t =⇒ m = 2

(b) µ ist die k-fache Nullstelle von P (λ). Falls µ keine Nullstelle von P (λ) ist, gilt: k = 0

(c) Wähle folgende partikuläre Lösung

xP (t) = (
m∑
i=0

cit
i)tkeµt

(d) Bestimme ci durch Einsetzen in die Differentialgleichung aus der Aufgabenstellung. Beachte dabei
die Ableitungen!

3. Die Lösung der Differentialgleichung lautet

xI(t) = xH(t) + xP (t)

(a) Falls K(t) =
s∑
i=1

ciKi(t) ist, dann existieren mehrere partikuläre Lösungen und das Superstition-

sprinzip tritt in Kraft:

xP (t) =
s∑
i=1

cixP,i(t)
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0.1.1 Beispiel: Lösung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung

Es sei eine Lösung x(t) für die Differentialgleichung x′′′(t)− x′′(t) = e2t zu finden.

1. Löse die zugehörige homogene lineare Differentialgleichung xH(t):

x′′′(t)− x′′(t) = 0

=⇒ P (λ) = λ3 − λ2 = λ2(λ− 1)

=⇒ λ1 = 0 k1 = 2 λ2 = 1 k2 = 1

=⇒ xH(t) = c1t
0e0t + c2te

0t + c3e
t

⇐⇒ xH(t) = c1 + c2t+ c3e
t

2. Finde eine partikuläre Lösung xP (t) der inhomogenen linearen Differentialgleichung:

x′′′(t)− x′′(t) = e2t

=⇒ m = 0, µ = 2, k = 0 (keine Nullstelle)

=⇒ xP (t) = c0t
0t0e2t = c0e

2t

Einsetzen in (I):

=⇒ 8c0e
2t − 4c0e

2t = e2t ⇐⇒ c0 =
1

4

=⇒ xP (t) = c0e
2t =

1

4
e2t

3. Die Lösung der Differentialgleichung lautet

xI(t) = x(t) = c1 + c2t+ c3e
t +

1

4
e2t

0.1.2 Komplexifizierung

K(t) = Re(K̃(t))

=⇒ xP (t) = Re(x̃P (t))

Beispiel K(t) = cos(t) = Re(eit)
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0.2 Lösungsrezept für gewöhnliche Differentialgleichungen

Allgemeine Form gewöhnlicher Differentalgleichungen:

x′(t) = f(x(t)) f stetig

Lösungsweg:

1. Löse die homogene Gleichung durch Separation der Variablen. Beispiel : x′(t) = 2tx2 ⇐⇒ x′(t)−2x2t =
0

(a) Bringe gleiche Variablen auf eine Seite der Gleichung

(b) Ersetze x′(t) mit
dx

dt
(c) Integriere beide Seiten und notiere die entstehende Integrationskonstante nur auf einer der beiden

Seiten

(d) Löse die Gleichung nach x auf und beachte, dass die Integrationskonstante jegliche Vorzeichen und
Vorfaktoren verschluckt: √

−1

C + t
=

√
1

−C − t
=

√
1

C − t

(e) Entweder:

• Finde partikuläre Lösung

• Variation der Konstanten

i. Löse zuerst die homogene Gleichung durch Separation der Variablen

ii. Führe Variation der Konstanten durch, das heisst die Konstanten C werden zeitabhängig
(C(t)) in die Differentialgleichung aus der Aufgabe eingesetzt.

iii. Beachte: Die C(t) Terme müssen sich aufheben nach dem Einsetzen

iv. Integriere beide Seiten und notiere die entstehende Integrationskonstante nur auf einer der
beiden Seiten

v. Setze die berechnete Konstante in xH(t) ein

0.2.1 Beispiel: Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung mit Separation der
Variablen

x′(t) = 2tx2 ⇐⇒ dx

dt
= 2tx2 ⇐⇒ dx

x2
= 2tdt

=⇒
∫

dx

x2
=

∫
2tdt

⇐⇒ −1

x
= t2 + C

⇐⇒ x =
−1

C + t2
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0.2.2 Beispiel: Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung mit Variation der
Konstanten

1. Löse Homogene Gleichung x′(t)− tanh(t) · x(t) = 0

=⇒ Separation der Variablen

=⇒ dx

x
= tanh(t)dt

=⇒
∫

dx

x
=

∫
tanh(t)dt

⇐⇒ log(x) = log(cosh(t)) + C

⇐⇒ xH(t) = cosh(t) · eC

⇐⇒ xH(t) = cosh(t) ·D (Konstante umb.)

2. Variation der Konstanten: Konstante wird variabel

xI(t) = D(t) · cosh(t) =⇒ Einsetzen

=⇒ D′(t) · cosh(t)

+D(t) sinh(t)−D(t) cosh(t) tanh(t)︸ ︷︷ ︸
=0

= 1

⇐⇒ D′(t) cosh(t) = 1 =⇒ Sep. d. Var.

=⇒ D′(t) =
1

cosh(t)
=⇒

∫
D′(t) =

∫
1

cosh(t)

⇐⇒ D(t) = 2 arctan(et) + E

=⇒ Einsetzen in xH(t)

=⇒ xI(t) = x(t) = cosh(2 arctan(et) + E)
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