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Typen von PDG

® Uyt + Ugy = f(w) +g(t)
- u(t, :L‘) - Upartikulér(xa t) + Uhomogen (ZL’, t)
— Verwende Separationsansatz mit u(t, z) = v(t) + w(z):

Vg + Uge = Vg = g(t>

Wit + Wyp = Wyp = f('I)
— Wenn nur eine partikulare Losung benotigt wird, kann man bspw. alle Konstanten C; gleich 0 setzen

o uy — c*ug, = 0 (Normalwellengleichung) mit den Anfangsbedingungen

u(z,0) = f(z)
Ut(1’7 0) = g($)
x € (—00,00)

— Verwende die Formel von d'Alembert fiir die Losung u(zx, t):

x+ct

[f(z+ct) + flx—ct)] +2ic / g(s)ds

r—ct

N | —

u(z,t) =

i uwy+uw:0

— Verwende Substitution v := u,

1. Die PDG lautet neu
vy +v =0

2. Anhand der Separation der Variablen erhalten wir
v(y) = ce™
3. Riicksubstitution und Variation der Konstanten liefert
uz(x,y) = C(x)e ™

4. Fur die Losung von u folgt nun

u(z,y) = ey/c(:z;)d:c + D(y) =e?C(z) + D(y)
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e Cauchy Problem:

{ PDG: a(x,y,u(x,y)) - u, + b(z,y,u(z,y)) - uy = c(x,y, u(z,y))
AB:  u(xo(s), yo(s)) = uo(s)

— Verwende Methode der Charakteristiken
1. Bestimme die Charakteristiken indem das folgende System von linearen DGL gelést wird (genannt
charakteristische Gleichungen):
:B(tv S)t = a(:v, Y, U([L’, y))
y(ta S)t = b(I, Y, U(ZE, y))
Z<t7 S)t = (*1'7 Y, u(x, y)) (aUCh U(t, S) mogllch)

2. Bestimme die Konstanten anhand der angegebenen Anfangsbedingungen:

3. Verwende die Charakteristiken um ¢, s durch x,y auszudriicken
4. Die Losung lautet u(z,y) = z(t(z,y), s(x,y))
— Wertebereich von x,y

« Der Wertebereich von z,y (oder t,s) kann iiber die Angaben zu t,s (oder x,y) in den Anfangs-
bedingungen und der Losung u(x,y) bestimmt werden. Wichtig: x zeigt auf ¢ und y auf s, da

u(z,y) = u(t(z,y), s(z,y)) gilt.

Beispiel: Sei die Anfangsbedingung y(0, s) = sin(s) mit s € [0, 7] gegeben (zu ¢ wird keine Aussage
gemacht). Da sin(s) > 0 Vs € [0, 7] folgt sofort y > 0 und da fiir ¢ keine Restriktionen definiert
1
wurden in den Anfangsbedingungen gilt x € R. Die Losung lautet u(z,y) = — daher ist u
ety
im Gebiet Q := {(z,y) € R?:y >0, (z,y) # 0} eindeutig definiert.
e u, + F(u), = 0 (Erhaltungssatz) mit den Anfangsbedingungen
<
up(r) = {ul,x -
Up, T >

a€eR
— Fall 1. w; # u, ANy £ u,

* Es handelt sich um eine Stosswelle und es gilt:

o fwe <)
(@) {ur,mwy)

* Die Stossfront v(y), an welcher sich die Charakteristiken schneiden berechnet sich durch

F(ul) — F(u,,)

AB: v(0) = a
= /v(y)ydyz/m

Verwende AB um Integrationskonstante zu bestimmen

W(y)y =

— Fall 2: v < u,
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* Es handelt sich um eine Verdiinnungswelle und es gilt:

e x> F'(w)y
u(z,y) = (F(g)/)_l Fllw)y <z < F'(u,)y
Uy T > F,(Ur)y

¢ Beliebige PDG mit inhomogenen Randbedingungen

u(0,t) =a
u(L,t)=b
a,beR

1. Bestimme die von ¢ unabhingige stationdre Losung w*(z) der gegebenen PDG. Setze dazu u * (z) in die
PDG ein und l6se die neue PDG (u; = uy, = 0 da unabhangig von t)

2. Verwende nun den Ansatz u(z,t) = v(z,t) + u*(x) < v(z,t) = u(z,t) — u*(x) und definiere das
Problem neu (PDG, Randbedingungen, Anfangsbedingungen)

— Kontrolle: Nach der Neudefinition sollten die Randbedingungen homogen sein

PDG und Separationsansatz

e Verwende den Ansatz u(z,t) = X (z)7'(t) fiir folgende PDG:

— U = Dy,
= Up = Ugy + QUL

= Uy = 4uxac

Klassifikation

e Linear: Nur u,u,,u,,...
Beispiel (Laplace Gleichung): Au = ug, + uy, + u.,

e Semilinear: u- etwas
Beispiel: u; — 6uu, + tyy = 0

o Quasilinear:

Lineare PDG zweiter Ordnung in zwei Variablen

Klassifikation
L[u] = QU + 2buxy —+ Cllyy + dux + ey, + fu =g

Bemerkung: a, b, c,d, e, f konnen Funktionen von x und y sein

Diskriminante

b? — ac

S
I
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Einordnung

Diskriminante D Typ Normalform Bemerkung
>0 hyperbolisch wys + L1 (w) = G(r, s) Braucht AB und evtl. RB
=0 parabolisch Wy + Ly (w) = G(r, 5) Braucht RB und AB
<0 elliptisch Wy + wss + Li(w) = | Braucht RB
G(r, s)

L, ist der Differentialoperator erster Ordnung. Dies bedeutet, dass an dieser Stelle am Schluss w, und/oder wy stehen
sollten.

Normalform, Koordinatentransformation

Allgemeine Transformation

Lineare Transformation

r(z,y) = ax + by
s(z,y) =cr+dy
ad — bc # 0 (Determinante ungleich null)

Polarkoordinaten

Familien von Charakteristiken

Wird reelle Transformation verlangt, so kann man die folgenden Familien der Charakteristiken verwenden (siehe
Beispiel in Kapitel zu Beispielen):

dy:  bE Vb —ac

dx a

Wichtige DGLs

e X(2)=0 = X(z)=Az+B

— Bemerkung: Diese Losung liefert nur die triviale Losung A = B = 0 fiir homogene Randbedingungen und
ist daher in den meisten Fallen uninteressant

o X(z)=X(z) = X(x)=c1e”

— Herleitung: X (z) = X (z) <— /%f)/)((x)dx = /1da: — In(X(z)) =2+ <= X(z) =

e = X(x) = e - " = X (7) = cpe”
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5

° X(J}) = X (x)

— Fall A\ = —w? < 0 = Acos(wz) + Bsin(wr) = Ce“* + De "

*x Mit homogenen Randbedingungen erhalten wir A = 0 und B # 0 mit wk = nm wobei k aus der
homogenen Randbedingung u(z = L,t) = 0 stammt.

— Fall A\ =w? >0 = Acosh(wr) + Bsinh(wz) = Ce** + De "

x Bemerkung: Diese Losung liefert nur die triviale Losung A = B = 0 fir homogene Randbedingungen
und ist daher in den meisten Fallen uninteressant

e aX(x)+bX(z)+cX(x) =0, a#0. Das charakteristisches Polynom lautet: aA? + b\ + ¢ = 0. Seien A,
die Nullstellen des Polynoms; dann gilt:

- )\172 € Rund )\ 7é Ay —> X(ZL‘) = 016>\1$ + 626)\250

— M2 €Rund A\ = Ny = X(2) = (1 + cox)eM”

- Mo=axif,f#0 = X(x) = (c1sin(fzx) + ¢y cos(fx))e*”

o 22X (z) 42X (x) — n®X(x) = 0 (Eulersche DGL)

— Falls n = 0 moglich ist muss man die DGL fiir die Falle n = 0 und n # 0 losen

« Falln #0 = Ansatz: X(x) = Kz®, K = const.
* Falln =0 =

o« X(2)+ iX(x) ~ ™ X(z) =0

12

— Ansatz: g(z) = X (x)
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Beispiele

Normalform durch lineare Koordinatentransformation

Aufgabe: Bringe die Gleichung

Ugg + 4Ugy + Uy =0

durch eine lineare Koordinatentransformation auf ihre Normalform

1. Lineare Koordinatentransformation:

r(z,y) = ax + by
s(z,y) =cx+dy

mit der Bedingung, dass ad — bc # 0 gelten muss (Determinante!)

2. Diskriminante D = b* — ac =4 > 0 = hyperbolische PDG

3. Es gilt w(r(z,y), s(z,y)) = u(z(r,s),y(r, s)), also:

d ettenrege d ; d
e = (e, y), 5(z,g)) < 1, TEY Lo 5 e,

dx dz *dx

Upe = A2 Wyp + 26CW,5 + g
Ugy = abwy, + (ad + be)w,s + cdwss

4. Wir erhalten also

Ugg + gy + Uy
= aw, + cws + (2ac + 4ad + 4bc)w,s + a(a + 4b)w,, + c(c + 4d)wgs 0

5. Die Normalform fiir die hyperbolische PDG lautet w,s + L;(w) = 0, also mussen folgende Bedingungen
erfullt werden:

clc+4d) =0

a(a+4b) =0

2ac + 4ad + 4bc = 1

(a£20Ac=0)V (a=0Ac#0) (Linearer Differentialoperator)

6. Wir wahlen ¢ = 0,4ad = 1,a = —4b

1
7. Eingesetzt in die Determinante erhalten wir ad — bc = 1 #0

6
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Reelle Normalform durch Koordinatentransformation

Aufgabe: Bringe die Gleichung
Wy = B50 = (U x>0

auf ihre reelle Normalform

1. Diskriminante D =0 — (—x) =z > 0 = hyperbolische PDG

2. Verwende die Familie der Charakteristiken:

dy: bEVb*—ac

= =+
dx a
3. Nun konnen wir integrieren:
9 3/2 9 3/2
/dy+:/\/5dm - y= ‘ +cl <= y-— T = const.
94:3/2 9p3/2
/dy_:/—\/Eda: — == ’ +c2 < y+ xg = const.
4. Verwende nun den Ansatz:
21:3/2
ey =y— o (1)
2I3/2

s(z,y) =y + 3 (2)

5. Berechne die notwendigen Ableitungen u,, u,, Uy, 4y, und beachte das weiterhin w(x(r,s),y(r,s))
w(r(z,y), s(z,y))

6. Wir erhalten also:

x
0 = Uy — TUyy = —4TW,s + §(ws — w,«)af‘g’/2

7. Wir losen das Gleichungssystem aus dem vorherigen Schritt auf und erhalten:

) +@) = #2=2(6-7) )

8. Wir konnen nun (3) in die PDG einsetzen und erhalten

Wrs +

7
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Allgemeine Form der Losungen der PDG u; = uy,

Aufgabe: Bestimme die allgemeine Form der Losungen der PDG

Ut = Ugy

mit den Randbedingungen «(0,t) = 0 und u(m,t) =0

1. Separationsansatz: u(x,t) = X (x)7T'(t)

2. Aus dem Ansatz folgt

TH)X(z) = X(2)T(t) <= ;8 = ;Eg = o = const.

3. Wir erhalten folgendes System von gewohnlichen Differentialgleichungen
T(t)=al(t) (1)
X(z) = aX(z) (2)

4.

Uns interessiert der Fall o = —w? < 0 da wir fiir den Fall o = w? nur die triviale Losung erhalten. Es
handelt sich bei beiden Gleichungen um harmonische Oszillatoren, also erhalten wir fiir die Losungen

{T(t) = Acos(wt) + B cos(wt) X (z) = C cos(wt) + D cos(wt)

Wir verwenden nun die Randbedingungen um die Konstanten zu bestimmen und erhalten ein Gle-
ichungssystem bestehend aus zwei Gleichungen

{U(O, t) = X(0)T(t) = C(Acos(wt) + Bcos(wt)) = 0
X(m)T(t) = —C(A cos(wt) + B cos(wt)) = 0

Das Gleichungssystem ist genau dann erfiillt wenn C' = 0 ist

Wir setzen w = n und erhalten fur die allgemeine Losung

u(z,t) = Z (A, cos(nt) + B, cos(nt)) D, sin(nz)

Die Konstante D,, konnen wir einschmelzen lassen und erhalten vereinfacht

Z (K, cos(nt) + Ly, cos(nt)) sin(nx)
n=1
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PDG mit inhomogenen Randbedingungen (Serie 4)
Aufgabe: Folgendes Problem sei gegeben:

PDG: uy = Du,, 0<x <L
RB: w(0,t) = up, u(L,t)=1u
AB: u(x,0) = f(x)

1. Stationare Losung bestimmen
Wir bestimmen nun die stationdre Losung u*(z) und setzen ein:
u =Du), <= 0=Du), <= 0=u,, = u'(x)=Azx+ B
Aus den Randbedingungen folgt fiir u*(x)
u(0,t) =u*(0) = wy=1B
uw(L,t) =u" (L) =

Uy — Up

L
— u'(x) = “ Z D0y + ug

— A

2. Transformation: Problem mit inhomogenen Randbedingungen neu definieren
Wir verwenden den nun Ansatz v(z,t) = u(z,t) — u*(x).

1. Fur die PDG erhalten wir neu
U = DU:CJ:

2. Fur die Randbedingungen erhalten wir neu

v(0,t) = u(0,t) —u*(0) =0 v(L,t) =u(L,t) —u*(L)=0

3. Fur die Anfangsbedingung erhalten wir neu

v(x,0) = u(z,0) —u(x) = f(x) —u(x)

9
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PDG zweiter Ordnung, Laplace, Koordinatentransformation (Serie 7)
Aufgabe: Sei Q) = {(z,y) € R* : 2° +y* > 4(= r?)} Finde die Lsung u von
Au=0 (z,y) €

u(z,y) =y (x,y) € 00
lim wu(z,y)=0

22 +y2—00

1. Wir fiihren die Transformation w(r,¢) = u(rcos(p), rsin(p)) durch mit r = 2 = /22 +y? (aus
Definition von € wissen wir 7? = 4). Das Problem lautet neu

1 1

Wrr + ~wr + Sw =0 (r,90) € (4,00) x [0, 27)
r r

RB : w(2,¢p) =2sin(p) ¢ € [0,2m)

lim u(r,¢) =0

r—00

2. Ansatz: w(r, @) = R(r)F ()

— {FH.@) -

3. Bestimme F(p) indem wir nur A = —w?® < 0 betrachten, da die Randbedingung w(2, ) = 2sin(yp)
verlangt. Wir erhalten also vorerst

F(p) = Asin(wy) + B cos(wy)

Ein Koeffizientenvergleich mit w(2,p) = R(2)F(¢) = R(2)(Asin(wy) + Bcos(wp)) = 2sin(p) liefert
B=0und w=1 = X\ = —1 also erhalten wir

F(p) = Asin(p)

4. Da A\(= —1) < 0 miussen wir beim Losen der Eulerschen DGL nur den Fall A # 0 betrachten und
verwenden daher den Ansatz R(r) = r®. Einsetzen in die Eulersche DGL ergibt

[ala—1)+a—-1r*=0«=a=21 = R(r)=Cr'+ Dr™?

5. Die Bedingung lim w(r, ) = (Cr* + Dr~!) - Asin(y) = 0 ist genau dann erfiillt, wenn C' = 0 ist und
r—>00
D kann beliebig gewahlt werden.

D
6. Fir die allgemeine Losung w(r, ) folgt also w(r,p) = Asin(y) - —. Ein Koeffizientenvergleich mit

”
1
w(2,p) = 2sin(p) = Asin(p) - 5 liefert A = 2 (wdhle D = 1, da beliebig wahlbar) und die Lésung
lautet . 4
w(r.p) = dsin() -~ D (e y)
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PDG zweiter Ordnung, Suche nach harmonischer Funktion auf gegebenem Gebiet
mit Randbedingung

Aufgabe: Suche eine in der Kreisscheibe {(x,y) : 2> + y* < 6} harmonische Funktion, welche auf {(z,y) :
x* +y* < 6} stetig ist und die Randbedingung u(z,y) = y + v erfiillt

1.
2.

Wir suchen also eine Funktion u(z,y) welche Au = 0 erfiillt (harmonische Funktion)

Fiihre Koordinatentransformation durch w(r, ¢) = u(r cos(¢), rsin(p)) und wir erhalten neu

1 1

Au:wr,,—i—;wr—i— r—zww =0

RB: w(r = V6, ¢) = rsin(yp) 4+ r2sin(p) = vV6sin(p) + 3 — 3 cos(2¢p)

. Wir verwenden nun den Separationsansatz w(r, ¢) = R(r)F(y) und erhalten

Fl) [f0)+ 120)| + ZROF () =0

r

r*R(r) + rR(r) = =AR(r) = 0
F(p) = AF(p)

Wir bestimmen F'(y). Da wir die Bedingung F'(0) = F(2) erfiillen miissen und diese nur von cos, sin
erfiillt wird, wihlen wir A\ = —w? < 0 und erhalten F'(p) = A cos(wyp) + Bsin(wyp). Aus der Bedingung
F(0) = F(2m) erfahren wir, dass wir w € N wahlen miissen, da ansonsten die Periodizitat nicht erfiillt
ist und wahlen w = n. Wir erhalten

F(p) = A, cos(ny) + By, sin(nep)

. Nun bestimmen wir R(r). Da wir aus dem vorherigen Schritt wissen, dass A # 0 gilt hat die zweite

DGL die Form der Eulerschen DGL und diese I6sen wir mit dem Ansatz R(r) = Kr“. Einsetzen liefert
(ala—1)+a)=-A<= o’ =Vw2<=a=n = R(r) =C,r"

o0

. Wir verwenden nun den Superpositionsansatz w(r, ¢) = Z(An sin(ny) + B, cos(ng))r"

neN

. Der Koeffizientenvergleich mit der Randbedingung liefert w(r,¢) = V6sin(p) + 3 — 3cos(2p) =

- 1
Z(A” sin(ny) + By, cos(ng))r® = A; =1,By = —> By=3,4,=B,=0

n=1
Die Losung lautet also

(Riicktrafo)
=

1
uw(z,y) =3+y— (2" — y?)

1
w(r, ) =3+ rsin(p) — 57’2 cos(2¢p) 5

11
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PDG zweiter Ordnung, Laplaceoperator, Radialsymmetrischer Ansatz

Aufgabe: Man lose die Gleichung w,, +u,, = 1 in der Kreisscheibe B(0) mit der Randbedingung u(z,y) =0
auf dem Rand 0Bg(0).

1. Wir verwenden die Radialsymmetrie des Problems, d.h. die transformierte Losung w ist nur von r

1
abhangig, also w(r, ) = w(r). Es folgt also Au = w,, + —w, =1
r

2. Wir wahlen den Ansatz v(r) = rw, und erhalten v, = w, + rw,,.

3. Die originale PDG konnen wir auf beiden Seiten mit » mutliplizieren und erhalten rw,, + w, = r <

V=T
Ly
4. [vdr= [ rdr = v(r)=-r"+B

2
_ . . v(r)
5. Dawv(r) = rw, verwenden wir v(r) aus dem vorherigen Schritt und berechnen w, = — = [ w,dr =
r
1 B 1
/§r+ — = w(r)= Zrz + Blog(r) + C
T

6. Da w im Ursprung definiert sein sollte wahlen wir B = 0 (log(0) = —o0)

2
7. Aus der Randbedingung w(R) = 0 (Rand ist der Radius) folgt, dass C' = RZ also erhalten wir fiir die

transformierte Losung

1 ticktrafo 1
w(r) = 70° = B) "L u(a,y) = 76° + 4 - B

Wichtiges zum Laplaceoperator und harmonischen Funktionen

.Ai:ﬂ—f%gmf
9 9 g

A 1 1
[ ] U:ww—i—;wr-i-r—Qw@@:O

9925 + g; _ 2fzgm + fy9y
g° g°

— Transformation:

x = rcos(p)
y = rsin(yp)

e Bei Anwendung von Kreiskoordinaten und Ansatz w(r, ¢) = ®()R(r) hat man immer die Bedingung ®(0) =
o (2m)

— Beispiel: Eine Losung sei ®(¢) = Acos(wy) + Bsin(wy). Die Bedingung ®(0) = ®(27) ist genau dann
erfullt, wenn

®(0) = Acos(0) + Bsin(0) = A cos(w2m) + Bsin(w2r) = ¢(27)
<= A = Acos(w2r) + Bsin(w2m)

< w2n=n2r, neN<<=w=n

= O(p) = A, cos(ny) + B, sin(ngp)
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Transformierte Laplacegleichung und Separationsansatz

Au=20

(Trafo) 1 1
— Au:wrr+;wr+ﬁw¢¢:()

Separationsansatz: w(r, ¢) = R(r)F(p)

. 7

— F(y) [R(r) + %R(r)} + =F'(p)R(r) =0
r2R(r) 4+ rR(r) = —=AR(r)
F'() = AF(p)

oder {TQR(T) +rR(r

)
F'(p) = =AF(p
Maximumprinzip

Schwaches Maximumsprinzip Sei (2 ein beschranktes Gebiet, u harmonisch (Au = 0) in  und stetig in 2. Dann
wird das Maximum von u auf dem Rand angenommen.

Starkes Maximumsprinzip Nimmt eine harmonische Funktion u im Inneren ihres zusammenhangenden Defini-
tionsbereich €2 ein Maximum an, so ist u eine Konstante

Mittelwerteigenschaft

Sei u harmonisch in Q C R? und einer Kreisscheibe Br C € mit Radius R, Mittelpunkt (z9,70) € Q und Rand
OB = kg. Dann ist u(zo,yo) gleich dem Mittelwert von u auf dem Kreis kg

2

1 :
o) = 5= [ uleo-+ Reos(i). o + Rsin(e))dg

0

Allgemeines

Integral von stiickweise definierter Funktion
Sei die Funktion f : [—7, 7] — R definiert als

1
0 sonst

= f() = xaa(®) 5

mit d € (0, 7]

3 3 d
1 renzen anpassen 1
Dann berechnet sich das Integral / f(z)dx = / X[-dq(®) - ==dz Grenzen 2np / —dr=...
—3 3 2d —q2d

Partielle Integration

Seien im folgenden u, v stetig differenzierbar.
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/ u'(x) - v(r)dr = u(b) - v(b) — ula) - v(a) — / u(z) - v'(z) de

Tipp: Wahle die einfacher zu integrierende Funktion als ' und die Funktion, deren Ableitung einfacher wird als v.

Watch out

e Wenn die Anfangsbedingung eine reine Cosinusreihe ist, dann beginnt die Reihe fiir die Losung bei n = 0, da
cos(0) = 1. Bei einer reinen Sinusreihe beginnt sie bei n = 1

e Achte auf die Anfangs- und Randbedingungen. Sei u(0,y) = 1 eine inhomogene Randbedingung und u(z,0) =0
eine homogene Anfangsbedingung. Sei der Ansatz u(z,y) = X ()Y (y). Dann wahle fiir die Losung von Y (y)

den harmonischen Oszillator, denn dann kann man wegen der homogenen Anfangsbedingung die triviale Losung
ignorieren.
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Fourierreihen

Fourierreihe:

g2 a 2m .2
ft) = Z cpeF Tt — 30 —i—Zak cos(th) + by, sm(k:?t) ck €C ap/bp €R

[e.9] [e.9]

k=—00 k=1
2 [To+T 2 2 [TotT 2
a == / £(t) cos(k%t)dt b= = / £(t) sin(k%t)dt
Fourierkoeffizienten: o To
L pe e
Ck = — (& T
T /g,
4 (3 2
f gerade: f(t) = f(—t) b, =0 bzw ¢, = c_;, Vk ayp = T/ f@t) COS(th)
e 2
f ungerade:  f(t) = a.=0bzwc, = —c_; Vk b, = — f(t) Sin(k'_ﬁt)
—f(=1) T'Jo !
(1
§(a_k +ib_y) k<0 || ao=2c
.. 1
Koeffizientenumrechnung: cr = 5(% — iby) k>0 || ar=cp+cp
a :
\g k=0 || by=i(ck—cp)

Fundamentalintegrale:

Sonstiges

0

2w 2m
/ sin(kt)dt =0 fir ke Z / cos(kt)dt =0 fir k#£0, ke Z
0

2
/ eMdt =0 fir k#0,k€Z / Hdz=0 fir k# -1 keZ
0 |z|=r

cos ist gerade —
cos(z) = cos(—x)

sin ist ungerade = | cos(nm)=(—1)"
sin(z) = —sin(x)

sin(nm 4+ 7/2) = (—1)"

gerade - gerade = gerade

ungerade - ungerade = | gerade - ungerade
gerade ungerade

Kosinusreihe =—> gerade
Fortsetzung (Periode ver-
doppeln, b, = OVEk

15 - Giuseppe Accaputo

Sinusreihe = ungerade
Fortsetzung (Periode ver-
doppeln, a; = 0VEk
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2.3 Tabelle der Grund- oder Stammintegrale

C, Ci, C;: Reelle Integrationskonstanten

Odx = C ldx:de:x—l—C
xn+1 1
x”dx:n+1+C (n # —1) u;dx:ln|x|+C
o i ax
e*dy =e* 4+ C a*dx = + C
In a
simxdx = —cosx + C cosxdx = sinx + C
1
dx = tanx + C - dx = —cotx + C
J cos?x J sin? x
1 arcsin x + C; ( 1 arctan x + C
— dx = 5 dx =
b1~ 2 —arccos x + C; J1+x —arccot x + C
sinh xdx = coshx + C coshx dx = sinhx + C

1 [ 1
dx = tanh C
J cosh? x o Sre J sinh? x

dx = —cothx + C

:arsinhx+C:1n’x+\/x2+1’+C

:arcosh\x|—|—C:1n‘x—|—\/x2—1‘+C (|x| > 1)

i 1
— dx
\Jx? + 1

J

i 1
— dx
\Jx?2 — 1

( 1 I 4+ x
artanhx + C; = — - In i + C x| < 1
| 2 I —x
1 — x2
1 x+1
arcothx + C; = — - In + G x| > 1
\ 2 x—1

Giuseppe Accaputo - www.accaputo.ch
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3.1.2 Spezielle Integralsubstitutionen (Tabelle)

von x und /x2 — a?

Integraltyp Substitution Neues Integral Beispiel
bzw. Losung
®) | fax+ o) ax Coax b o | du | visa
dx = @
a (u=4x+)5)
_ 1
(B) Jf(x) f(x) dx u = fx) > [f(x)]* + C J sin x - cos x dx
du
dx =
f'(x) (u = sin x)
— 1 1
© [ty -rwa =S S ] [ ax
x
du
dx =
(n # —1) f'(x) (u = In x)
©) [rlge) g'oax | * =8 | 700 au |3 ax
d
dx = /u
g'(x) (4 = x?)
| [L8) 4 u=f(x) In|f(x)|+C J 2x-3
f(x) x? —3x+ 1
dr — du
f'(x) (u=x>-3x+1)
L 3
(F) JR(x;\/aZ—)ﬂ)dx S Jix dx
dx = a - cos u du \/4 — x?
R: Rationale Funktion
on o und 5 5| \/a? —x2=a-cosu (x = sin u)
von x u a? — x
N 2
(G) JR(x;\/xz—I—az)dx x = a - sinhu J a dx
dx = a - cosh u du x2+9
R: Rationale Funktion S 5
Vonxund\/m o hat=arcoshu (x = 3 - sinh u)
=aqa - 1
(H) JR(x; x2 — a2>dx ¥ = a-coshu J - dx
dx = a - sinh u du x* =25
R: Rationale Funktion
\/x*—a%?=a-sinhu (x =5 - cosh u)

Giuseppe Accaputo
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— 1
(1) J R (sin x; cos x) dx u = tan (x/2) J m dx
5 sin x
R: Rationale Funktion dx = 1 + u? du
von sin x und cos x P
. u
inx =
sin x T+
1 —u?
coS X
1+ u?
d inh 1
J) JR(sinhx; cosh x) dx u=-ce" dx = a J Smhx A+ 1 dx
u cosh x
R: Rationale Funktion _ u? —1
von sinh x und cosh x sinh x = 2u
2
1
cosh x = u-
2u
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0.1 Losungsrezept fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Allgemeine Form einer inhomogenen linearen Differentialgleichung (1):

—_

3

(arx® (1)) + 2™ = K(t) )

i

Losungsweg:
1. Lose die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung (H) x (%)

(a) Setze Ansatz z(t) = e in (H) ein (A € C)

—_

n—

(ag - A" M) + XM =0

I
(]

0
M verschwindet

!

n—1
P =X"+) aX =0
k=0

I

(b) Finde Nullstellen von p(A)(A1, ..., A2) mit den zugehorigen Vielfachheiten ki, . .., ko
(c) Dann hat (H) die Losung

r k-1

rh(t) = Z Z ctieM?

I=1 =0
2. Finde eine einzige partikulare Losung xzp(t) von (1)

(a) Bestimme m falls K (t) folgende Form hat:

3
—

(axz® (1) + 2" = K(t)

e
Il

Beispiele: t* - = m =1, (1+t)-e* = m=2
(b) p ist die k-fache Nullstelle von P(\). Falls i keine Nullstelle von P()) ist, gilt: £ =0
(c) Wahle folgende partikulare Losung

m

wp(t) = (O cit)thet!

1=0

(d) Bestimme ¢; durch Einsetzen in die Differentialgleichung aus der Aufgabenstellung. Beachte dabei

die Ableitungen!

3. Die Losung der Differentialgleichung lautet

.I](t) = .CEH(t) + .flfp(t)

(a) Falls K(t) = ZCiKi(t) ist, dann existieren mehrere partikulare Losungen und das Superstition-
i=1

sprinzip tritt in Kraft:

S

ZEP(t) = Zcixp,i(t)

=1
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0.1.1 Beispiel: Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung

Es sei eine Losung x(t) fiir die Differentialgleichung 2 (t) — 2" (t) = €** zu finden.

1. Lose die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung g (t):

10— </() -
P(A\) = —)\2:)\2()\—1)
— M=0 k=2 =1 k=1
— z4(t) = c1t%% + cote® + caet
< 1h(t) = ¢ + ot + cze

2. Finde eine partikulare Losung 2 p(t) der inhomogenen linearen Differentialgleichung:

$m<t) . l‘”(t) — e2t
— m=0,u =2,k =0 (keine Nullstelle)
= zp(t) = cpt’t%* = cye*

Einsetzen in (I):
— 8cge? — dcpe? = ¥ «— ¢y =

1
= zp(t) = cpe® = Ze%

3. Die Losung der Differentialgleichung lautet

1
ni(t) = ®(t) =+t +oge’ + e

0.1.2 Komplexifizierung

K(t) = Re(K(t))
— l’p(t) = Re(JNZp<t))

Beispiel K (t) = cos(t) = Re(e")
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0.2 Losungsrezept fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Allgemeine Form gewohnlicher Differentalgleichungen:
2'(t) = f(z(t)) [ stetig
Losungsweg:

1. Lése die homogene Gleichung durch Separation der Variablen. Beispiel: 2'(t) = 2tz* <= 2/(t) — 2%t =
0

(a) Bringe gleiche Variablen auf eine Seite der Gleichung
dx

b) Ersetze z'(t) mit —
(b) Ersetze x'(t) mi P

(c) Integriere beide Seiten und notiere die entstehende Integrationskonstante nur auf einer der beiden
Seiten

(d) Lose die Gleichung nach x auf und beachte, dass die Integrationskonstante jegliche Vorzeichen und

VOI’ aktoren verscllluckt:

(e) Entweder:

e Finde partikulare Losung
e Variation der Konstanten
i. Lose zuerst die homogene Gleichung durch Separation der Variablen

ii. Fuhre Variation der Konstanten durch, das heisst die Konstanten C' werden zeitabhangig
(C(t)) in die Differentialgleichung aus der Aufgabe eingesetzt.

iii. Beachte: Die C'(t) Terme miissen sich aufheben nach dem Einsetzen

iv. Integriere beide Seiten und notiere die entstehende Integrationskonstante nur auf einer der
beiden Seiten

v. Setze die berechnete Konstante in z (%) ein

0.2.1 Beispiel: Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung mit Separation der

Variablen

dz
_2t:z:<:> —2t2<:>—x—2tdt
:>/ 5 /Qtdt
X
—_l_pic

< =
YT

21
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0.2.2 Beispiel: Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung mit Variation der

Konstanten
1. Lose Homogene Gleichung z'(t) — tanh(¢) - z(t) = 0
= Separation der Variablen

d
— —I—tanh (t)dt

/ /tanh t)dt

<= log(z) = log(cosh(t)) + C
<= xg(t) = cosh(t) - e
<= xp(t) = cosh(t) - D (Konstante umb.)

2. Variation der Konstanten: Konstante wird variabel

xr(t) = D(t) - cosh(t) = Einsetzen
= D'(t) - cosh(t)

+ D(t) sinh(t) — (t) cosh(t) tanh(t) =
<= D'(t) cosh(t ) ; 1 = Sep. d. Var.

— D) = cosh / D / cosh(?)

< D(t) = 2arctan( N+ E
—> Einsetzen in zy(t)
= z7(t) = x(t) = cosh(2arctan(e') + E)
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